ANALYSIS 2 - SS09 Markus Oster (2444392, Bsc Physik)
Arbeitsblatt II: Aufgaben 1 und 2 Nicolai Lang (2439501, Bsc Physik)

Aufgabe 1

Sei A € C™*™ Element des linearen Vektorraumes der komplexwertigen (m x n)-Matrizen. Auf diesem
sei die Hilbert-Schmidt-Norm wie folgt gegeben

1Al s = ( > Aul2> (1)

k=11=1

Jede Matrix kann unter Vorgabe zweier Basen B = (b;),_; ,, und C = (¢;),_;
von C" nach C™ interpretiert werden, wobei b; := (1, ..., 5ln)t und ¢; := (0;1, ..., 6Z-m)t. Dann gilt fiir den
linearen Operator A : C* — C™

als Homomorphismus

(A2), = 3 A 2)

=1

Bezeichne im Folgenden [|A| := [|A| z(cn cm) die bekannte Operatornorm auf £ (C",C™).

a) Es ist zu zeigen, dass (1) eine Norm auf C™*™ beschreibt. Wir definieren hierfiir die folgende
hermitesche, positiv definite Sesquilinearform

3

(A,B)gs = ZAkl?M (3)

Es ist offenbar

k=11=1 k=11=1
(M, B)gs = ZZ (A1) By = MA,B)ps = ZZAMXBM = (A4,AB)us
k=1 1=1 k=1 1=1
(A,B)us =Y Y _ AuBi = ZZBMAM 3> BudAu = (B, A)us
k=11=1 K=11=1 k=11=1

Damit ist (3) sesquilinear und hermitesch. Die positive Definitheit ist offensichtlich:

:ZZAleM:ZZ|Akl‘2 20

k=11=1 k=11=1
Und es ist (A, A)prs = 0 & S0 S50, |Aw|? = 0 & A = 0. Damit erfiillt (3) die Bedingungen
eines komplexen Skalarprodukts. Mit

1

|Alls = (ZZMM ) (A, A) s

k=11=1

erkennt man, dass (-, -) s gerade die Hilbert-Schmidt-Norm induziert. Diese ist damit in kanonischer
Weise eine Norm. O
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Es gilt nun zu zeigen, dass (C™*", | - ||) vollsténdig, also ein Banachraum ist und damit
(A”)HEN S CF”H ((men) = JA € C™*" . A, -1l A

Schritt 1: Konstruktion eines Kandidaten
Sei (An),en € CF) (C™*™). Es folgt

Apr — Apx|om
Ves03N.eNVn,m>N, © Sup [An m]
2£0 ||

(4)

(C n

Betrachten wir ein beliebiges aber festes € C™. Ist z = 0 so gilt A,,0 = 0 fiir alle n € N wor-

II-llem

aus sofort A, A = 0 folgt. Ist hingegen x # 0 so folgt aus (4), dass ||Apz — Amz|cm <

n—oo

gllz|lcn fiir beliebiges € > 0 und alle n,m > N.. Damit ist (A,z),cy € CF|jjom (C™) fiir jedes
feste x. Aus der Vollstdndigkeit von C™ folgt dann die Existenz eines Grenzwertes t, € C™,

ll-llem
sodass A,z —— t,.

n—oo

Damit kénnen wir den Operator A : C* — C™ : x — Ax := t, definieren. Dies ist der
potentielle Grenzwert.

Schritt 2: Nachweis der Linearitdat
Es ist
A(Ozl‘ + ﬁy) = tazt+8y = nh—{go An(OH? + ﬁy) = nh—>n<;lo (OéAnl‘ + ﬁAny)
=qa lim A,z + 0 lim A,y

= at, + Oty = aAx + BAy

Schritt 3: Nachweis der Stetigkeit
Mit (An),cn € CF ). (C™*™) folgt sofort [|A,|| < C fiir alle n € N. Es gilt also Vyecn

lAuzllcn < Claller

Unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von || - ||cm folgt nach einem Grenziibergang n — oo
| Az||cm = ‘ lim A,z ] = lim [[Apz]lcn < Clzlicn
n—oo cm n—oo

Und schlieklich ||A]| < C. Damit ist A € £L(C™,C™) ein beschriankter und folglich stetiger, li-
nearer Operator auf endlichdimensionalen Vektorrdumen. Aus der Linearen Algebra wissen wir,
dass dieser Homomorphismus von Vektorrdumen unter Vorgabe von geigneten Basen eindeutig
mit einer Matrix in C™*" identifiziert werden kann. Schlieflich bleibt noch die Konvergenz
beziiglich der ||A|l = ||A|| z(cr cm)-Norm zu zeigen. Dies geschieht in

Schritt 4: Nachweis der Konvergenz
Aus (4) folgt, dass Vyecn @ ||[Anz — Amz|lcm < e||z|cn flir geniigend grofse n und m. Des

ll-llem

Weiteren ist || - ||cm stetig und es gilt A,z Azx. Gehen wir in obiger Ungleichung zum

n—oo

Grenzwert in n iiber, so folgt

[Az — Apz|cm <ellzllcr Veecr Vim>n.
|Az — A,z

C m

[zl cn
Ax — A m
= sup [| Az m||c
2#0 l|z]|cn
SA-Anl<2e=¢

<e<2e

Daraus folgt A,, ——— A, was den Beweis abschliefst. O
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Folgende Ungleichungen sind zu beweisen:
[Al < 1Allas,  [[Allas < CrmllAll

Die Existenz von C, ,, und damit die zweite Ungleichung folgen direkt aus der Aquivalenz von
Normen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen (Beachte: dim C™*™ = mn < 00). O

Im Hinblick auf die erste Ungleichung beachten wir, dass nach der Ungleichung von CAUCHY-
SCHWARZ-BUNJAKOWSKI fiir reelle oder komplexe Skalarprodukte gilt

(2, 9)* < (z,2)(y, y) (5)

Nun definiert (z,y) := Y., ;7 bekanntermafen ein komplexes Skalarprodukt. Auf Grund der
Bijektivitat des komplexen Konjugats gilt mit z; := 7 folgende Ungleichung

n n
E T2 g Tyl
=1 =1

Damit folgt

2 n

2 n n n n n
<SPS il =Sl S EP =S @Y s (6)
=1 i=1 i=1 i=1

=1 i= =1

1

271 2
Ax cm “

4l = sup 1220 o afion = sup |3
a0 [[zlen ja= l=l=1 | i

1

(6) m n n 2

2 [z( |Akl|22xi|2)]
=1 =1

lzll=1 |z

> Apxy

=1

1 1

n 2 m 2
2 2
= sup | |ail SN 1AL = 1Allns
lzl=1 =1 k=1 1=1

=1
Damit sind alle linearen Operatoren auf endlichdimensionalen Radumen beschrankt und folglich ste-
tig. O
Es gilt nun zu zeigen, dass im Fall m = n fiir die Eigenvektoren € := {ej,...,¢;} C C™ und die

zugehorigen Eigenwerte A := {A¢,, ..., Ae,} = {A1, ..., A} der Matrix die Ungleichung

4] > max A

gilt. Es ist

Cn o ||)\Z$H(C"

HAH = sup HAxHC" > ||Al‘|

> = = sup |\;| = max |Ag]
cccr\{0} 1%l T zee [Zllen zee @llen zee k

FEin Beispiel fiir die echte Ungleichheit ergibt sich mit

1 2
=)
Dann ist Aby = <é ?) <(1)) = <?> und A = {1}. Es folgt

t
Azller _ [1(2 1)l
secm\fo} llzllen [0 1))

Vs> 1= max |Ag|
C’!L k
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b) Seien E, F,G Banachrdume sowie P € L(E, F) und S € L(F,G) stetige (und damit beschrinkte)
lineare Operatoren. Sei T'= S o P die Komposition dieser Operatoren. Dann gilt
T(aw + pu) = (S o P)(aw + Bu) = SP(av + fu)
= S(aPv + fPu) = aSPv + SPu
=aTv+ fTu

Damit ist T linear. Es folgt die Abschétzung mit y = y(x) := Px

_ |SPz|c _ 1Syllc 1Pz|r 1Sylle  [[Pz]r
IT|lz(z,c) = sup = = :
z€E\{0} [EAly z€E\{0} Izl & Iyl » z€E\{0} Iyl » |zl e
o ISyle | Pzl
< p

z€E\{0} lyll e z€E\{0} |zl
1Syl [Pz r
~yervioy WP zepvioy lIZllE

= ISllzr.a) I Pllcce,F)

Nun ist aber ||S||z(r,q) < Cs und ||P| (g, r)y < Cp woraus schlieflich

1Tl ce,q) < NSllcma)IPlleer) < CsCyp

folgt. Damit ist 7" beschrankt, linear und folglich stetig. Also T' € L(E, G). O

Ein Beispiel fiir die echte Ungleichheit ergibt sich wie folgt:

Sei E = F = G = Ry[z] der Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten aj und degp < 1.
Sei zudem auf Ry [z] die Koeffizientensummennorm ||p||, := > _, |ax| gegeben. Betrachten wir die
offenbar linearen Operatoren P : £ — F : p—p und S : F — G : ¢ — ¢'. Es folgt mit
p(x) =ax+b:

lalle — _ |al

S|=|P|= sup ——= —
151 = 1171 perifz\{0} 102 +0llz  per(z\(0} la] + [0

Damit ist P € L(E,F) und S € L(F,G). Nun ist aber T =SP : E — G : p— p". Es folgt

0||»
i = s e o< yspppy =1
peR; o]\ {0} llaz + |2

Wobei immer || - [[ = || - ||z, zu setzen ist.
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Aufgabe 2

Wir definieren den Nabla-Operator V formal zu

) o\
v - (81‘1’ ceey 83«;77])

Seien weiterhin u : R® — R3 eine vektorwertige (glatte) und ¢ : R? — R eine skalarwertige Funktion.
Dann ist

divu =V -u Divergenz
grad¢ = V¢ Gradient
rotu =V xu Rotor
Ap =V?p =V V¢ Laplace-Operator
Ist nun ¢ € C? (R?’,R) und u € C? (R?’,R?’) so folgt:
a)
divgrad¢p —A¢p =V -V -V -V =0

b)
Oy Oy Uy, Oy Oy, — Oz uy
divrotu=V-[Vxu]= |09y | - Oy | x| uy =10y | 0us — Opu.
0, 0, U, 0, Opty — OyUy

= 0,0yu, — 030Uy + 0y0,uy — OyO0zu, + 0.0,uy — 0,0yUy
= 0;0yu, — 030Uy + 0y0,uy — 0,0yu, + 050Uy — 0y0yuy =0



