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Aufgabe 1.A

Im Folgenden sei (a,), .y eine Folge positiver Zahlen.

(a) Die Aussage ist wahr.
Es gilt zu zeigen, dass

(o)
limsup ¢/a, > 1= Z ap — 0. (1)

n— o0
n=1

Beweis. Angenommen @ := limsup {/a,, > 1. Mit

n—oo

a = limsup {/a, < (2)

n—oo

Ves0INeNYn>N Van < T+ €] A [VesoVNenTno>N fan, >a—¢]  (3)

(vgl. Arbeitsblatt II, Analysis 1 WS 08/09)

muss also VesoVnenTng>N "Wan, > a —¢€ gelten. Wahle nun ¢ € R, sodass
a > q > 1und setze € := a—q. Damit ist VNenTn,>N "9/n, > ¢ > 1 woraus mit
"Wan, > q > 1 = ap, > ¢"° > 1 letztendlich Vnendn >N an, > 1 und damit
an - 0 fiir n — oo folgt. Da a,, — 0 flir n — 0o notwenig fiir die Konvergenz
der zugehorigen Reihe ist folgt die Behauptung. O

(b) Die Aussage ist falsch.
Es gilt zu zeigen, dass

o0
liminf {/a, <1+ Zan < 0. (4)
n—oo
n=1
Beweis. Setze z.B. a,, := [(—1)” (% — %) + 1]”. Es ist offenbar a := liminf /a,, =
n—oo
% < 1 und @ := limsup a, = % > 1. Folglich ldsst sich die in Aufgabenteil (a)
n—oo
bewiesene Aussage anwenden, wonach die entsprechende Reihe divergiert. Damit
kann sie nicht konvergieren. O

Aufgabe 2.A
2.A.1

Im Folgenden sei p € RT.
(a) Die Reihe




ist auf Konvergenz zu untersuchen.

Sei by, := sin % und By := Z by. Es ergibt sich offenbar

n=1

by =0,

Diese Sequenz wiederholt sich nun zyklisch, da b, 1 g = sin (n+8)7r =sin (4 + 27) =
sin 2T = b,,. Es gilt also fiir die Partialsumme Bj mit m = Sq, g€ N
B,=0, B _ 1 B *1+1B *2+1B *2+1

m 3 m+1 \/57 m—+2 \/5 ) m+3 \@ ) m+4 \/5 )

1 1
Bpis=—+41, Bpis=—, Bmir=0, Bnis=0
+5 NG +6 NG +7 +8
Damit ist B,, mit 0 < B,,, < % + 1 beschrankt. Mit m — oo folgt die Be-
schrinktheit der Reihe ) sin %F
n=1

Betrachten wir nun die Folge a,, := ™n ynd die Funktion flz) = 1“1;0“”

mit n € Nund z € [1,00[. Es ist offenbar a,, = f(n) Vypen. Nun ist

0% (100 — Inx)
$2

%f(x): <0

fir x > N = 1%, Es folgt f(z) | fiir z > N und mit a,, = f(n) letztlich a,, |
flir n > N. Des Weiteren ergibt sich

1001n* 100!1 100!
limf(x):limM:m:]imM:hmﬂ:O

T—00 T—00 €T r—00 xT T—00 I

mit der Regel von L’HoOSPITAL. Es folgt a,, — 0 fiir n — oc.

Nun ist

o0
In 100

sm— Zanb + Z ann—C+Zan+an+N (6)

n=1 n=N+1

Wie oben gezeigt ist |B,yn| < M und a,+n | fir n € N sowie a4y — 0 fiir
n — oo. Die (bedingte) Konvergenz der zu untersuchenden Reihe folgt nun aus
dem SATZ VON DIRICHLET.

(b) Die Reihe

i sin (71'\/ n? + p) (7)
n=1



ist in Abhéngigkeit von p > 0 auf Konvergenz zu untersuchen.

Es ist

Zsm <7r n2+p) =

||M8

[V

n=1

pnqg

{sin (mn) cos <7r [\/m - nD + cos (mn) sin (7r [\/m - n] )}

1

3
Il

M

(—1)"sin (7r [\/m - nD

3
Il
—

Setzen wir a,, := (\/n2 +p— n) dann folgt
(i) (VT )

nZ+p+n

an:( n2+p—n> =

n2+p—n2 . P
n?+p+n n?+p+n

Damit ist a,, > 0 und monoton fallend fiir p > 0. Des Weiteren ist lim a, = 0.

n—oo

Wir wahlen nun ein N1 € N, sodass a, < % fir alle n > N%. Dann ist 0 <

sinz <1 und sinz T fur x € [0, ] Aus ap41 < a, und der Monotonie des Sinus
folgt schliefslich sin wa,,+1 < sinmwa, fir allen > N 1 Aus der Stetigkeit des Sinus

folgt sofort lim sin(mwa,) = 0. Damit konvergiert die Reihe

n—oo

o

i sin (Tl'\/?’lQ —|—p) = i(—l)” sin (TI' [ n?+p— nD = Z(—l)" sin (may,)
n=1 n=1 n=1
= i(—l)” sin (ma,) + i (=1)"sin (may,)
n=1 n=Nj+1

nach dem SATZ VON LEIBNITZ fiir p > 0 bedingt.

(¢) Das uneigentliche Integral

fsin (2P) dx (8)

ist auf Konvergenz in Abhingigkeit von p € R* zu untersuchen.



Substitution mit a? = y = da = %yiildy ergibt
o0 o0
. 1 . 1 9
sin (2P)dx = - [ siny-y» "dy
p
1 1

Fall 1: Sei p > 1.
1 1
Dann ist y» ' | monoton fallend, differenzierbar sowie y5_1 — 0 fiir y — oo.
Des Weiteren ist die Stammfunktion |cosy| < 1 von siny beschrankt fiir y €
[1,00[. Dann gilt nach dem 2. MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG mit
¢ € la,b]
b 3 3
/siny'y%_ldy = a%_lfsinydy =qr ! /sinydy < ar~C <e
a a a
flir alle a,b > R und hinreichend grofses R > 1. Damit ist aber das Konvergenz-
kriterium von CAUCHY fir das Integral
1 S 0o
— lim siny~y%_1dy: /sin(zp)dz
p S—oo
1

erfiillt. Das Integral konvergiert also bedingt fiir p > 1. (N.B. Diese Argumen-
tation entspricht im Grunde dem KONVERGENZKRITERIUM VON DIRICHLET fiir
uneigentliche Integrale).

Fall 2: Sei p = 1.
Dann ist

o0
/sin (zP)dz = — cosz|{°
1

Dieses Integral besitzt offenbar keinen Grenzwert. Daher divergiert das besagte
Integral fiir p = 1.

Fall 3: Sei p < 1.

Dann ist y%_l T monoton wachsend, differenzierbar sowie y%_l — oo fiir
y — o00. Des Weiteren ist die Stammfunktion |cosy| < 1 von siny beschrankt
fir y € [1,00[. Wir untersuchen das Integral mit dem Kriterium von CAUCHY
auf Divergenz. Wihle hierfiir ein beliebiges R > 1. Dann existiert ein kg € N,
sodass 7(2k + 1) > 72k > R fiir alle k > kq. Betrachte nun das Integral

m(2k—+1)

/ . 1_q
siny -yr “dy
72k



Auf dem Integrationsintervall [m2k,m(2k + 1)] ist siny > 0. Daher folgt aus
dem 1. MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG fiir ein bestimmtes £ €
[m2k, (2K + 1))

7T(2k7+1) 7\'(2k‘+1)
/ siny - yiildy =& / sinydy| = 5%71 — c05y|7r2?ck+1) = 25%71
w2k 2k

Wegen % —1> 0 und & > 72k folgt 25%_1 — oo fiir £ — oco. Damit ist aber das
Konvergenzkriterium von CAUCHY nicht erfiillbar. Das Integral divergiert also
fir p < 1.

2.A.2
Die Reihe

(2n — 1N
1
+Z (2n)1N( 2n+1) ©)

ist auf Konvergenz zu untersuchen.

Sei a,, := c Cn—D!_ 1hit n € N. Dann ist

2n)!1(2n+1)

an  (2n—=DN2n+2)12n+3) (2n+2)(2n+3)  4n?+10n+6
a1 CoNn+DN2n+1) 2n+1)2n+1)  4n2+4n+1

Es folgt
R an 1 An?2 4+ 10n+6 6n +5 6n2 + 5n
n = n — = —_—_—m =N =
Gnt1 4n?2 +4n+1 n?24+4n+1 4n2+4n+1
Also folgt lim R, = 2 % > 1. Damit existiert ein N € N, sodass R, > r fiir alle

’ﬂ‘)OO

n > N und 2 5>r > 1. Es folgt die Konvergenz der Reihe nach dem RAABSCHEN
KRITERIUM.

Aufgabe 3.A

Im Folgenden sei (ay, ),y eine Folge positiver Zahlen und A := ) a,, die zugehdrige

n=1
Reihe.



3.A.1

Satz 1: [BERTRANDSCHES KRITERIUM|

Sei
Gnp
B, :=Inn {n < — 1) — 1} (10)
Gp41
B:= lim B,, BeRU{+oc0,—0c0} (11)

Dann ist die Reihe A fiir B > 1 konvergent, fiir B < 1 divergent.

o0
Beweis. Sei ¢, := nlnn mit n > 2. Die Reihe ) ci divergiert auf Grund des IN-
n=2 "
TEGRALKRITERIUMS. Tatséchlich: Setzen wir f(z) = ——,
f(z) | und f(x) — 0 fiir £ — oo und = > 2. Des Weiteren ist

so gilt Ci = f(n), sowie

R ) R a
/ dm:/dz nwdx:lnlnR—lnanﬂ—i—oo
zlnzx Inx
2 2
Setze nun
an, U,
K,:=c¢cy- —¢pt1=nlnn- —(n+1)In(n+1)

anJrl an+1

:nlnn-ﬁfnln(n+1)—ln(n+l)

n 1 1
=nlnn- a4 -n {ln (1+> +lnn} — {ln(1+) +1nn}
Gn+t1 n n
1
—(n—|—1)ln(1+) —nlnn—Inn
n
n+1
=Inn {n an nl] 1n<1+1>
Ap+1 n
1 n+1
zlnn{n< an —1)—1] —ln<1+)
Ap+41 n
1 n+1
=B, —In (1—1—)
n

Mit der Stetigkeit des Logarithmus und dem bekannten Grenzwert lim (1 + %)

n—oo

=nlnn-

n+17
e folgt fiir n — oo
K=B—-Ine=B-1 (12)

Wobei K, B € RU{+00, —oo} und K := lim K. (cy),cy erfiillt nun nach Konstruk-

tion die Bedingungen des KUMMERSCHEN KRITERIUMS. Aus letzterem Folgt die Kon-
vergenz von A falls K > 0 < B > 1 sowie die Divergenzvon Afir K <0< B < 1. O



Satz 2: [GAUSSSCHES KRITERIUM|
Lésst sich der Quotient — a” darstellen als

n =A+s +97 (13)

An+41

wobei A und g konstant sind und |©,,| < M beschrénkt ist. Ist (A > 1)V(A=1Apu > 1)
so konvergiert A. Ist hingegen (A < 1)V (A =1A pu < 1) so divergiert sie.

Beweis.

Fall 1: Sei A > 1. Dann folgt lim —*2— = X\ < lim % = % Es existiert also ein
n—oo Yn+l n—oo Yn

N € N, sodass % < § + ¢ fiir alle n > N. Wihle nun ein ¢ € R, sodass < ¢ < 1

und setze € :=q — ¥ Dann ist ”“ <g<1l Vyp>n.Aus dem QUOTIENTENKRITERI-

UM folgt nun die Konvergenz der Reihe.
Fall 2: Sei A < 1. Dann folgt lim aail =& lim % = % Es existiert also ein

n—oo mn n—oo

N € N, sodass % > %—sfﬁr alle n > N. Wihle nun ein g € R, sodass l >qg>1
und setze ¢ : X —q¢. Dann ist “ > ¢ >1 V,>y. Aus dem QUOTIENTENKRITERI—
UM folgt nun die Divergenz der Relhe

Fall 3: Se1/\—1undu<1bzw @ > 1. Nun ist Ry, —n(a o —/\) :n(ﬁ—l) =

u—l— . Gehen wir mit n — oo zum Grenzwert iiber, so erhalten wir mit R := lim Ry

n—oo

wegen der Beschranktheit von ©,,:
R=p (14)

Mit der selben Argumentation bzgl. der Grenzwerte wie in Fall 1 und 2 folgt mit
R = p < 1 die Divergenz aus dem RAABSCHEN KRITERIUM. Fir R = p > 1 folgt
analog die Konvergenz.

Fall 4: Sei A = p = 1. Wirsetzen B,, :=Ilnn [n (
Oulnn At lim 2" = 0 und |6,| < M folgt B := lim B, = 0 < 1. Nach Sarz 1

n—oo n—oo

dlverglert die Reihe. O

3.A.2

(a) Sei p,q € R*. Die Folgende Reihe ist auf Konvergenz zu untersuchen:

> nln=P
15
2; (g+1)...(¢g+n) (15)

=) =] <o (1) -1 -



niln"?

Es erglbt sich mit Ap ‘= m

an_ nn"Pq(g+1)..(¢+n)(g+n+1) _ nPlg+n+1)

nr1 (m+DN(n+1)"Pelg+1)..(¢+n) (n+1)(n+1)"P

_ nPg+ntl) ( 1)p_1 l+g+n
(n+1)(n+1)"P n

n
1\*! 1
:(1+> (1++q)
n n

Sei nun z := 1 und f(z) := (1+ x)p_l (1+ (14 ¢)x). Entwickeln wir f an der
Stelle zg = 0 = lim % in eine Taylorreihe 2. Ordnung, so folgt

n—o0

@) = (= D+ 220+ (1 a) + (1 + 2 (1 4+

%f(w) = -1 [p-2)0+2)" 1+ (1+qz)+ (1 +2)"*(1+q)]
+1+z)P2(p—-1)(1+q)
Und schliefilich
d 1 a2
F#) = F0) + LI oy ol ola)

(p—1)(p+2q)

=1+ +aqo+ 5 7 + o(a?)
Setzen wir nun wieder = 1 ein und beachten, dass mit o(z?) = o(-%) fiir
n — oo letztendlich o(-5)n? “==> 0 folgt und damit |o(;)n?| < C beschréinkt
ist. Dann ist
QAn p+q ( _1)(]94‘260"‘20(%) ’
=1+ + .
Gn+1 n 2n
+ @
-1+ 24 =

n

Damit folgt aus dem GAUSSSCHEM KRITERIUM fiir A=1und g =p-+q > 1 die
Konvergenz der Reihe sowie die Divergenz fiir p =p+ ¢ < 1.

(b) Sei p € R. Die Folgende Reihe ist auf Konvergenz zu untersuchen:

Z (Inn)( 1nlnn) (16)

Wir setzen f(z) := ——+——. Es ist offenbar a,, = f(n) mit a,, := 1

z(Inz)(Inlnz)P n(lnn)(Inlnn)P *

f ist stetig und positiv V,>3. Des Weiteren ist f | fiir p > 0. Es ist
fe®)-e®*  ze*(lnz)(lnlnz)? (lnlnz)?

f(z) - xe® InP x - (Inz)r—1 (17)




Fall 1: Sei p < 0. Die Reihe geniigt offenbar der Abschétzung

oo

1 1
Z n(lnn) S Zl n(lnn)(lnlnn)P

n=[e®] n=

da fiir n > [e®] Inlnn > 1 gilt. Die Divergenz der Reihe fiir p < 0 folgt nun
aus der Divergenz der Reihe fiir p = 0. Der Beweis hierzu folgt in
Fall 2: Sei p = 0. Es ist also:

T\ ., pT 1 200

f(e ) € _ —Inz —+> +00

f(x) (Inz)~!
Aus dem ERMAKOFFSCHEN KRITERIUM folgt die Divergenz der Reihe.
Fall 3: Sei 0 < p < 1. Unter Beachtung von p > 0 und p — 1 < 0 ergibt sich:

fe®)-e*  (Inlnz)? ;ojoo
fl@)  (na)r!
Aus dem ERMAKOFFSCHEN KRITERIUM folgt die Divergenz der Reihe.
Fall 4: Sei p = 1. Es ist also:

f(ij()l') e’ _ 82 ;I;le Inlnz 52T, Too

Aus dem ERMAKOFFSCHEN KRITERIUM folgt die Divergenz der Reihe.
Fall 5: Sei p > 1. Mit p > 0, p — 1 > 0 und der Regel von L.”HOSPITAL ergibt

(Inlnz)? _ p s Inlnz p—1 . .
sich mle T = p-1 mlingo( e ) = 0 Es ist also:

+00

fe®) - e® _ (Inlnz)?P 4o too
@) (nap?

Aus dem ERMAKOFFSCHEN KRITERIUM folgt nun die Konvergenz der Reihe.

0<1

Dabei wurde mehrfach die Regel von L’HOSPITAL angewandst.

Aufgabe 4
4.1

Es ist zu zeigen, dass fiir x # 2mn, m € Z
(2n+1)

sin
= kx = ——=—— 1
+Zcos x = 251n§ (18)
gilt. Der Einfachheit halber setzen wir y := 5 und folglich y # mm, m € Z. Es gilt also
zu zeigen, dass
sin(2n + 1)y
fn . = + Z COS 2]€ W

Wir fithren eine Induktion iber n.

10



(1) Induktionsanfang
Es folgt offenbar fiir n =1

1
1 1 1 1
§—|— E cos2k:y=§+0082y=5(1+0052y)+50052y

fa(1) =
k=1
1 25si 1
— cos?y + = cos 2y = oY COSYCOSY | = 59y
2 2siny 2

sin2ycosy  sinycos2y sindy  sin(2-1+4+1)y

2siny 2siny  2siny 2siny

(2) Induktionsschritt

Es gelte f,(y) = 14> cos2ky = W fiir gewisse n € N. Dann ist

n+1
4 Z cos 2ky = fn(y) + cos [2(n + 1)y]
k=1

fn+1 (y) =

NN

sin(2n 4+ 1)y
= W + cos [2(n + 1)y]
sin(2n + 1)y + 2siny cos [2(n + 1)y]
2siny
sin(2n + 1)y + sin [—(2n + 1)y] + sin [(2n + 3)y]
2siny
sin[(2n +3)y]  sin[(2(n+ 1) +1)y]

2siny 2siny

O

Bemerkung: Der Nachweis von (18) lisst sich allerdings noch kiirzer unter Ausnut-

zung einer Teleskopsumme erbringen. Es ist

sin(2n 4+ 1)y —siny = Z [sin(2k + 1)y — sin(2k — 1)y]
k=1

= [sin(2ky + y) + sin(y — 2ky)]
k=1

= Z 2 siny cos 2ky
k=1

Dividiert man noch durch 2siny und bringt % auf die andere Seite, erhdlt man (18).

11



4.2

Es gilt zu zeigen, dass

Mit f,(2) := 1 + > coskz ergibt sich
k=1

1 n
/x <2+kzlcoskx> dx

0

I,

T

1 noT
= §/mdx+2/mcoskmdx

0 k:lo
—12+§n: fsmlmﬁ—1 Wsinkxdx
Ty k k

k=1 0
2 +z”: 17 1 ) T
= 4 k COS KX

k=1 0
—12+§n:i [(—1)]“—1]
Ty k2

k=1

772 n (_1>k: 1

_Z+k§ k2

™
Lyp1=—+ 5
4 Pt k
_n? N G . |
4 —1)2
4= (2¢-1)

12

(19)



4.3
Sei

™

—2- fir z#0
u(z) =< "2 20
(@) {1 fir z=0 (20)

. . 1 g .
Es ist zu zeigen, dass 0 < u'(z) < 5 fiir 0 < z < 7 gilt.

Fiir die totale Ableitung folgt mit y := 5 und 0 <y < 3

d W) siny — ycosy
—uly) =
dz VY 2sin?y

(a) Zu zeigen: Lu(y) >0 fiir 0 <y < Z. Also

d siny — y cos
—u(y) >0 w >0<siny —ycosy >0< tany >y
dx 2sin” y
Sei nun y €]0, 5]. Dann folgt aus dem SATZ VON LAGRANGE mit bestimmtem
£ €10,y
tany = |tany — tan 0| = ———(y — 0) >
any = Jtany — tan0] = (s = 0) >y

Die strikte Ungleichung ergibt sich aus der Tatsache, dass £ # 0.
(b) Zu zeigen: Lu(y) < i fiir 0 <y < Z. Also

d siny — ycosy
— < — =<
LW =

1
Z & siny — ycosy < sin®
2sinZy 2 yoycosy =Sy

1 54
2
Nun folgt unter Beachtung von cosy > 0 sowie y > siny >0 fir 0 <y < 3

siny —ycosy < siny —sinycosy = siny(1l — cosy)

. 1—rcos?y siny . o
= Sln = S
yl—l—cosy 14 cosy 4
< sinzy
O
4.4
Es ist zu zeigen, dass
1 [ an—1
Ly 1= yr—] 2+ 2/u'(x) cos wdx (21)

0

13



Es ergibt sich

T
™

n—1 an—1 -1 [ an -1
/u’(x)coswdx:u(x)cos(n2 )xo—&— n2 /2S§1§_Sin(n2 i
0 0

= . (An—1)z
4n —1 sin ~——5—=
_ -1 2 d
0=+ /x 2sinf
0
-1 |
— 14 /mf2n 1dz
2
0
an—1 [z T (-1)F-1
=1
M e Dy
k=1
dn—1|x - 1
=-1+ —-2) ]
2 [4 22— 1)
Setzen wir dies in (21) ein, so folgt
4n—1 -
242 -1 -2
q:l
2 - 1
*22 Iop—1
12
4 =21

14

dx



4.5

Es ist zu zeigen, dass lim Ip,_1 = 0. Nun lasst sich |I2,,—1| wie folgt abschitzen
n—oo

Damit ist also

Und schlieSlich

4.6

Es ist offenbar

0 < |Izp—1]
o I (4n — 1)z
= 1 2+2/u(a:)cos#dx
0
r dn — Dz
2 2 !/ (
< 1 + /u(x)cos 5 dx
0
43 1 r (4n — Dz
< 2+2 [
S + /u(m) cos 5 dz
0
1 /
§4n—1 242 [ u(z)dx
0
1 =
1 T T —oo
- )
4n—1[ + 2 dn —1 0
w2 = 1
lim Iy, 1 =——2 — =
dim Ton1 = 7 =2) 33 =0
q=1
> 1 2
= — 22
= (2¢-1)72 8 (22)
(oo} (oo} [ee]
1 1 1
-y = 23
(2k—1)2+ (k)2 Zkz ( )
k=1 k=1

Daraus ergibt sich sofort > (2k£1)2 —i—i > ,712 = ) 7= und schlieflich }_ (2k£1)2 =
k=1 k=1

9N
18

k

1

2 .
k% = %. Also ist



Aufgabe 5.B
5.1

Satz 3: [VERTAUSCHEN VON REIHEN]|
Sei (an,m),, men €ine Doppelfolge mit a;,,m € R. Sei weiterhin

Z |an,m| = Z Z |an,m‘ = Z Z |an,m| < 0o (25)

n,meN n=1m=1 m=1n=1

Dann konvergiert die Doppelreihe Y ay, ., und es gilt

n,m
[S SIS [SSIG]

§ An,m = § E An,m = E E An,m (26)

n,m n=1m=1 m=1n=1

Beweis.
Schritt 1: (Existenz der Grenzwerte)

o0 o0
Aus (25) folgt sofort die absolute Konvergenz von A,, := > an m und By, := Y apom.
m=1 n=1
oo
Des Weiteren ist A, < |A,| < |A], und By, < |By| < |B|m, wobei |A|, = Y |an,m]
m=1

und |B|ym == Y |an,m|- Aus der Konvergenz von ) |A[, folgt dann die Konvergenz

n=1 n=1

&) &)
von Y. |A,| und schlieRlich die absolute Konvergenz von Y A,. Analoges folgt fiir
n=1 n=1

B,,.
Schritt 2: (Gleichheit der Grenzwerte)

N M M N
Sel SN = > D, Gnm = . Y. Gnm. Es ist also zu zeigen, dass
1

n=1m= m=1n=1
lim lim Sy = lim lim Sy (27)
N—o00 M—o0 ’ M—o0 N—oo ’

Aus Schritt 1 wissen wir, dass jeder dieser Grenzwerte fiir sich existiert. Es geniigt also
zu zeigen, dass einer dieser Grenzwerte gleichméfig beziiglich des korrespondierenden

M
Parameters angenommen wird. Tatséchlich, ist A, (M) := > ap,m, so gilt
m=1

M M 9]
|An(M)| = Z Up,m | < Z |an,m| < Z |an,m| = [A], < oo (28)
m=1 m=1 m=1

o0
Aus der Konvergenz von Y |A|, folgt dann nach dem MAJORANTENKRITERIUM VON

n=1
00 N
WEIERSTRASS die gleichméafige Konvergenz von > A, (M) = A}im S AL(M) =
n=1 P np=1
N M
A}im S50 anm = A}im Sn.m bzgl. M € N. Dies schliefit den Beweis ab. O
—X¥p=1m=1 —o0
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5.B.2
Es ist folgende Identitét zu beweisen
1 0
— == (29)
R;N (4n—2)2m 8

).,L,1

Wir benutzen in Folgenden die Identitét Z —— = 7. Die Konvergenz dieser

Relhenentvvlcklung des arctanz wird Welter unten bewiesen. Unter Beachtung von

m < 1V,eny und Anwendung der Summationsformel fiir die Geometrische Reihe
folgt

X L X G X
= _1 —
nz::l 1= oy ] n; (4n —2)* -1
A [@n-2)-1][(4n-2)+1] 244 [4n—-3 4n-1
li I S
2 ~ 2n—1 2 4 8

Lemma: Es gilt die Identitét
0 (_1)n—1 T
2 5T~ 1 (30)

Beweis. Wie in Aufgabe 6.B (a) gezeigt wird, konvergiert die Reihenentwicklung des
arctan x
1

© n
t Z -
arc an
— nfl

fiir alle x € |—1,1[. Setzen wir z = 1, so ergibt sich

Diese Reihe konvergiert nach dem KONVERGENZKRITERIUM VON LEIBNITZ. Da arctan(1l) =
™

T und Threran(1) offensichtlich der Reihe (30) entspricht, geniigt es zu zeigen, dass
Tarctan(¢) = arctanz fiir x € [—1,1].

17



Um die Konvergenz der Taylorentwicklung gegen arctan x zu zeigen, reicht es folgende

Konvergenz des

Restgliedes fiir « € [—1, 1] zu verifizieren

rn(x) 270

Fiir die n-te Ableitung des Arkustangens ergibt sich (Beweis siche unten)

arctan™ z = (n — 1)! cos” [arctan 2] - sin [n (arctan:c + g)} (31)

Dann gilt fiir die Restgliedabschétzung unter Beachtung von = € [—1,1] und &, € [0, z]

bzw. &, € [z,0]

()] =

<

1 ()
(n+1)!
n!cos" ! [arctan (&,)] - sin [(n + 1) (arctan (&) 4+ Z)] - 2™ !
(n+1)!
1-1-1 1l -
n+1 ‘ Tl 0

Es folgt noch die Herleitung der Expliziten Formel fiir die n-te Ableitung des arctan x.
Sei y := arctanx < = = tany. Es ist also zu zeigen, dass

(1) Induktions
Es ist y®

y™ = (n—1)!cos y - sin [n (y + g)} (32)
anfang
2 )
= 1—&-112 = 1+(s}ny)2 = coszcszs?i;ln?y = COS2y = COSY - sln (y+ %) =

cosy

(1—1)cos'y-sin[1(y+ Z)].
(2) Induktionsschritt

Es gelte (32) fiir gewisse n € N. Nun folgt
d T

(n+1) _ _ | [ |: 7):|
Yy dx(n 1)l cos™ y - sin n(y—i— 5

=(n—-1)! [—ny’ cos" 1y -siny - sin [n (y + E)} +ny’ cos™ y - cos [n (y + z)“

. ™ ™
=n! [COSy'SIH (y-l— *) -cos" y - cos [n (y—i— —)]

2 2

2 2

—cosy -cos" 1y - sin (y+ z) -siny - sin [n (er E)H

=nlcos"y- [Sin (?/ + g) cos [” (y + g)] ~sinysin [n (y * E)”

2 2

2

=nlcos"tly - cos (y + ny + ng)

=nlcos" Ty - cos {(n +1) (y + E) - I}

=nlcos" Tty - sin [(" +1) (y * E)]

2 2

2

18



oo

Damit ist der Beweis des Lemmas abgeschlossen.

Aufgabe 6.B

(a) Der Konvergenzradius R der Taylorentwicklung Tios(x) der Funktion cos z ist zu
bestimmen.

Es ist
2 4 n

¢ 28 g D
To(z)=1— o 42 -2 4 = n
() TR @) " (33)

n=0

Nach dem Wurzelkriterium muss gelten

" " "
liririsotip ‘ ((271))! 2" = lirrlnﬁsotip ‘ ((Qn;! w2 <1
1

1’ < T

lim sup ’% "
1
S < —1 = R
(lim sup ‘((5111))' )
Es ist offenbar lim sup —A— = 0. Damit ist R = +oo0.
n—oo V(2n)!

(b) Der Konvergenzradius R der Taylorentwicklung Tyrctan(2) der Funktion arctan x
ist zu bestimmen.

Es ist
3 5 7
X X
Tarctan(x) =r— -+ - —

T . (=)™t oy
4= e 4
s > T (34)

Unter Beachtung von lim {/z = 1 muss nach dem Wurzelkriterium gelten
n—oo

1
. (*1)’”71 2n—1 " . 1 (ﬂ2
hmsu —X n = hmsu —_— < 1
nﬁoop‘ 2n—1 n~>oop V2n —1 {L/E
) 1
s < - -
P T vE
1
S r< + =R
2
: 1
(11;25;1’ m)

19



Mit hm W 7 =1 fiir z € R\ {0} folgt schlieflich R = 1. Fiir x = 0 ist die

Konvergenz trivial. Dabei wurde die Abschiitzung ¢/n = {/2n—n < {/2n—1 <
Yon = /2 2 %/m und folglich hm V2n —1 =limsup ¥/2n — 1 = 1 verwendet.

n—oo

Aufgabe 7.B
7.1

Satz 4: [SATZ VON ABEL, REGULARITAT DER PA-SUMMATION]|

o0

Die Potenzreihenmethode ist regulér. Ist also A := Y aj bedingt konvergent im ib-
k=0

lichen Sinne, so konvergiert auch die Potenzreihe

= Z apa® (35)
k=0

fiir 0 <2 <1 undesist lim P() A.

z—1-0

Beweis. Aus der Konvergenz von Z aj sowie der Monotonie und Beschrénktheit der
k=0
Folge (by),ey mit by := o fiir festes 0 < < 1 folgt nach dem KONVERGENZKRITE-

o0 o0
RIUM VON ABEL die bedingte Konvergenz von Y. apb, = > apz*.
k=0 k=0
n
Wir definieren die Partialsumme A, := Y aj. Dann gilt
k=0

-5 (5n) -5 (B
s (Z) i <Z>

Des Weiteren gilt mit 0 < z < 1 nach der Summationsformel der Geometrischen Reihe

ix": @(1—I)iAx”:A (36)

n=0 n=0

20



Subtrahieren wir von (36) die Identitit > a,a™ = (1 —z) > A,x", so folgt
n=0

n=0
Afianx":(l—z)i/lx (1—x) ZAz lfx)i(AfAn)x
n=0 n=0 n=0

Mit «, := A — A,, vereinfacht zu

A— i anz” = (1—x) i apz” (37)
n=0 n=0

wobei die Konvergenz der Partialsumme A, gegen A die Konvergenz o, ——> 0
impliziert. Also VesoInt enVosnt : |om| < 5. Jetzt ldsst sich |[A — > ana™| fol-
2 -2

gendermafsen abschétzen

A— iansc" (1 —x)ianm"
n=0

(1—x) Zanx +(1—2) Z apr”

n=N+1
(1-x) Zan +(1—-x) Z |, | 2™
n=0 n=N+1
<(1-z)C+(1-2) Z x™
n=N+1
e 1
<1-2)C+(1-2)=
<=0+ -0
cELE_,
-2 2
Dies gilt fiir geniigend grofe n € N (N.B. Die linke Seite hdngt von n nicht ab!) und
hinreichend nahe an 1 liegende x € [0, 1]. O
7.B.2

Die trigonometrische Reihe

Z sin né (38)
n=1

fir 6 € [—m, x| \ {0} ist auf Konvergenz bzgl. POISSON-ABEL bzw. CESARO zu unter-
suchen.

Um die Reihe auf Konvergenz bzgl. CESARO untersuchen zu kénnen, bendtigen wir

21



einen expliziten Ausdruck fiir die Partialsummen

m
= E sin n@
n=1

Wir erlangen die Summationsformel analog zu Aufgabe 4.1. Es ist

cosy —cos(2n + 1)y = Z [cos(2k — 1)y — cos(2k + 1)y]
k=1

=2 Z [cos(2k — 1)y — cos(2k + 1)y]

=2 Z sin 2ky sin y
k=1

Dividiert man durch 2siny und setzt y := g erhilt man

m cos & — cos ZmF1)0
= Zsinn@ = 2 —5 2 (39)
2sin 3

Sei nun

1 l 0 (2m+1)6
1 1 COS 3 — COS ~“——5——
CI(G)ZIZSm(Q)ij 2sin ¢
m=1 m=1 2
lcos§ 1 ! (2m +1)0
= 5 7 cos
2lsing  2lsing = 2

0cos? _ siumbsi
= COsS MU COS — — SIn o S —
22 2sing 2 2

m=1

1 0 t 2
= —cot = — o 2 Zcosm@Jr Zsmm@

2 2

1 t9 cotgsm%—sing 1cosg—cosw
= —cot = — —

272 2 2sin § 21 2sin §

1 te . 2s1ngcosg— [51n2cos m“”—i—sin%cosg
= —cot =

2 2 4] sin® %

1 t0 sinf —sin(l +1)0 0o 1 t@
= —cot = — cot —

2 2 4lsin2% 2 2
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Damit ergibt sich als verallgemeinerte Summe nach CEsArRO C(6) = llim c0) =

%cot g Nach dem SATZ vON FROBENIUS ist die Reihe dann auch POISSON-ABEL-
summierbar und besitzt den selben Grenzwert.

Aufgabe 8.A
8.A.1

Es gelte Y77, |ax| < co und

f(z):= Z a, sin(kx) (41)
k=1

Wegen |a sin(kx)| < |ag| konvergiert (41) gleichméRig bzgl. € R. Auf Grund der
Stetigkeit von sinx auf R ist f(z) ebenfalls stetig. Es ist zu zeigen, dass

2T

ap = %/f(a:) sin(kx)dx (42)

0
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Setzen wir (41) in (42) ein und bedenken die gleichméfige Konvergenz der Reihe bzgl.

z € R so ergibt sich

2

1
T
0

27

/ (@) sin(ka)dz = % / sin(kz) iai sin(iz)ds

0

i=1

2
1 o0
=— E ai/sin(kx) sin(ix)dx
™
=1}

2T

1 Z a; / 1 [cos(k —i)x — cos(i + k)z] dx
T J 2

[ 27 2m
1 o0
=3 Z a; cos(k —i)adx — [ cos(i + k)zdx
™~
=1 1o 0 _
1 5o [ 27 27 T
=5 Z a; cos(k —i)adx — [ cos(i + k)adx
T4
Zr Lo 0 i
27 (k—1i) 2 (i+k)
1 & 1 1
- ; sudy — ——
e ey | e
itk L 0 0
1o [ 1 1
= — i -0 — -0| + Rx = Ry,
2w;a k—i itk ]+ S
itk
Dabei ist
[ 27 27
1
Ry, = 5 Ok /cos(k — k)xdx — /cos(k: + k)xdx
T
Lo 0
1 B 1 4km
= %ak 21 — % cos ydy
L 0
1 [ 1
—%ak _27T2k;0:| = ak

Alternativ (umgekehrte Richtung):

Es ist

f(z)sin(mz) = Z ay, sin(kx) sin(max)

k=1

24
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Wegen |ay, sin(kz) sin(mz)| < |ax| und Y7o, Jag| < oo diirfen wir Integral und Reihe

vertauschen. Es ist also

27 27
/f(x) sin(mz)dx = /Z ay, sin(kx) sin(ma)dz
0 o k=1
50 27
= Z ag /sin(kx) sin(ma)dx
k=1 {
50 2m
= Z ag / 3 [cos(n — m)x — cos(n + m)z| dx
k=1 {
L& ) 2m(n—m) )
= — d —
QZak n—m / cosyay n+m
k=1
k#m 0
_ 1 = 1 . 27 (n—m)
_2;ak{nmsmy|0 n+m
k#m
1 o0
=5 > @00+ Ry = Rn,
15;711
Wobei
[ 27 27
1
R, = m /dx—/cos(me)dx
Lo 0
1 B 1 4mm
= 50m 2m — o / cos ydy
0
1 [ 1
= —ay, |27 — 5 siny|émﬂ}

= 5m 27 — 0] = am™

Es folgt schlieflich

27

_1! x) sin(mz)dz
amﬁo/f() (ma)d

25

27 (n+m)

/ cosydy | + R,
0

sl 4,



8.A.2

Sei (ak)ey eine Folge, sodass ;7 k*" |ai| < oo fiir n € N. Wegen |ag sin(ka)| <
lak| < k%" |ay| konvergiert die Reihe

f(z) = Z a, sin(kx) (44)
k=1
gleichméfig bzgl. x € R, ist also wohldefiniert und zudem stetig. Nun ist offenbar

d
—ay, sin(kx)| = |kag cos(kz)| < k|ag| < k*™ |ag]

dx

Damit ist aber > -, %ak sin(kx) gleichméfig konvergent bzgl. x € R, woraus

d oo oo d o0
fO(x) = s Z ay sin(kzx) = Z P sin(kx) = Z kay, cos(kx)
folgt. Dieses Vorgehen lésst sich nun iterativ fortsetzen, bis
Fe=D () = Z k2" Lag(—1)" "1 cos(kx)
k=1

Nun lésst sich obige Abschéitzung das letzte mal anwenden

d
— k" a(—1)" ! cos(kx)

1 = [k ap(—1)" sin(kz)| < k*" |ax|
T

Dann gilt

k=1
= Z E*™ay(—1)" sin(kx)
k=1

Wegen |[k*"ax(—1)"sin(kz)| < k*" |ag| konvergiert diese Reihe gleichméRig bzgl. z €
R. Auf Grund der Stetigkeit von sin z ist damit auch f(")(z) stetig auf R. Es ist also
f € C* (R). Die Koeffizienten b, ergeben sich offensichtlich zu b, = k?"a;(—1)".

Aufgabe 9.B

Die folgende Reihendarstellung ist zu beweisen

oo
oo

dz "
/ el (3n S‘ 2))23n+2 (45)

2 n=0
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Substituieren wir das Integral mit y = 2 = da = —%dy, so ergibt sich

dx B
1423
2

Die Taylorentwicklung von ﬁ

0

[ e 2

y

N

ergibt sich zu

Lyt . gyt
64 512 4096 = 32768 262144

In expliziter Schreibweise
y (=D
8 + y3 = Z 23n+3 (46)

n=1

Der Konvergenzradius R dieser Reihenentwicklung betrdgt nach HADAMARD-CAUCHY

1
R: =

hmsup ( L) 3"
23n+3
n—oo

=2

I\J\H‘ —_

Damit konvergiert (46) gleichméafig bzgl. « € |—2, 2[ und wir konnen eigentliches Inte-
gral und Reihe vertauschen:

s ! L e n 3n+1
= 2
/ / st / z_:l 23”* i
2 0 0o "=
(oo} 1 oo
=y~ 3n+1 = 3n+271
- 2:1 i | Y dy= Z:l (3n + 2)25n+2 [ ],
n= 0 n=
x>t
3n+2
= (3n+2)2°n+
O
Aufgabe 10.B
Sei B die Betafunktion. Es ist zu zeigen, dass
1 1
B(a,a) = WB (2,(1) (47)

gilt.
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Es ergibt sich unter Beachtung der Symmetrie des Integranden um den Punkt xo = 3:

Satz 5: [LEGENDRESCHER VERDOPPLUNGSSATZ|

Sei I' die Gammafunktion. Dann gilt folgende Identitét:

1 NZ3
F(a)F (a + 2) == 22(177111(2@)
Beweis. Es gilt

(48)
Bla,b) = i((‘;)i(f)) (49)
Aus (47) und (49) folgt
I'(a)(a)

B 1 1 1 I'(1)T(a)

FIT (5 +a)
Mit der Ergianzungsformel erhilt man I'2 (%) =B (%, %)
und schliefilich
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