Losungen zum

Arbeitsblatt Il zur Vorlesung Analysis 1
WS 2008/09

Marc Sartison, Nicolai Lang, Armin Krauf
Code: 0001111011

30. Mai 2009



2*sin(t)

5 4 2 0 2 4 6

5*cos(t)

Abbildung 1: Ellipse mit a = 5 und b = 2

Aufgabe 1.A
a) ¢(t) = (x(t),y(t)) € R? sei eine Kurve die wie folgt definiert ist:
x(t) :=acost, y(t):=bsint, a,b>0

Es handelt sich offenbar um eine Ellipse. Man erkennt die herkémmliche Ellipsen-
gleichung sofort durch folgende Umformung:

z(t) = acost & t(x) = arccos RN y(x) = y(t(x)) = bsinarccos z
a a

2 22 U,
Sy=> 1—?<:>y =b —EJE
2 2
)
Damit ergibt sich Abbildung 1.
Fiir die Ableitung nach z in Abhéngigkeit von ¢ gilt:
d p(t bcost b
2(t) = s = L( ) = CO.S = ——cotant
de|,_,, &) |,=y, —asint a




Damit ergibt sich fiir die Tangenten- und Normalengleichungen:

ye(z) = yo(t) (x — 20(t)) + vo(t) = —g cotant (x — acost) + bsint

1
Gi(v) = ——— (v —z0(t)) +yo(t) = 2 tant (x —acost)+ bsint
Y2 (1) b
Fiir zur 2-Achse parallele Tangenten muss y’,(t) = —2 cotant = 0 erfiillt sein. Mit
a,b > 0 muss also cotant = 0 und damit ¢t = 5 V¢ = =F gelten. Es ergibt sich

yz (v) = bsing =b

. 3T
y%ﬁ(m) = bsm7 =-b

Fiir zur y-Achse parallele Tangenten muss die Normale in den entsprechenden Punk-

ten parallel zur x-Achse verlaufen und damit —%@ = g tant = 0 sein. Es folgt

sofort t =0Vt = 7. Nun ist (0) = acos0 = a und z(7) = acosm = —a. Damit
gilt fiir die zur y-Achse parallelen Tangenten:

Tr1 = a
T2 = —a

s s

Der Schnittpunkt der beiden Tangenten in den Punkten ¢t = 7 und t = 7 ergibt
sich wie folgt:

yz (z) = yz (z) & —2 (3:— g\@) —i—g\@: b

@—éx—i-b\/ﬁ:b(:)x:a(\/i—l)
a

Damit ist Sy (a (\/§ — 1) ,b). Fiir den Schnittpunkt der Normalen in den Punkten
t =7 und t = 3 ergibt sich mit der Normalengleichung x = 0 fiir den Wert ¢t = §

4
(wegen z(5) = acos § = 0 und der horizontalen Tangente an der Stelle ¢ = 7):
jx () = 2t f(_ E)_H,-f
jz(z) = tan - (z —acos sin
a a b 2ax +V2b% —2a?
=5 (1-3V2) +5V2= %
VIR - V3aE V3L,
U = = — b —



b) ¢(t) = (x(t),y(t)) € R? sei eine Kurve die wie folgt definiert ist:
z(t) == e? cos’t, y(t) = e sin’t
Fiir die Ableitung nach = in Abhéngigkeit von ¢ gilt:
_y()

2t

B 2¢2tgin? t + 2eZ sint cost
e  2e2tcos2t — 2e2tsint cost
—I0
_ sint(sint + cost)

~ cost(cost — sint)

dy
/

t) == —
(t) =

T=T0

Damit ergibt sich fiir die Tangenten- und Normalengleichungen:

yi(z) =y () (z — 20(t)) + yo(t)
int(sint t
= sint(sint + C?S ) (:c — &2t cog? t) + et sin? ¢
cost(cost — sint)

1

gi(x) = == (x = z0(t)) + yo(t)

Y:(t)

= —C?St(C,OSt —sint) (:1: — e?* cos? t) + e*tsin? ¢
sint(sint + cost)

Fiir die zur z-Achse parallelen Tangenten muss sint(sint + cost) = 0 erfiillt sein.
Fiir sint = 0 ergibt sich t = kwr mit k € Z. sint + cost = 0 < sint = — cost ist fiir
t= ?ﬂf + km erfillt. Damit sind alle Tangenten mit ¢ = kn Vit = 3}% + k7 parallel
zur z-Achse.

Fiir die zur y-Achse parallelen Tangenten muss die zugehorige Normale parallel
zur z-Achse sein. Es muss also cost(cost — sint) = 0 sein. Mit cost = 0 muss
t = 5 + km und mit cost —sint = 0 < cost = sint muss t = 7 + km gelten. Fiir
t =75+ krVt=7+ knliegt die Tangente also parallel zur y-Achse.

Es lassen sich nun einige Eigenschaften der gegebenen Kurve angeben. So kann
jene auf Grund der quadrierten trigonometrischen Funktionen nur im ersten Quad-
ranten Punkte annehmen. Die Kurve beriihrt des Weiteren fiir ¢ = 5 +k7 periodisch
die y-Achse. Wie oben gezeigt liegt die Tangente in diesen Punkten parallel zur y-
Achse. Letztere wird also tatséchlich nur beriihrt. Der Abstand der aufeinander
folgenden Beriihrpunkte nimmt auf Grund der Exponentialfunktion exponentiell
zu. Eine Analoge Betrachtung ergibt sich fiir die Beriithrpunkte mit der z-Achse.
Diese treten offensichtlich fiir t = k7 auf. Auch hier beriihrt die Kurve die Achse
und verbleibt im ersten Quadranten. Fiir ¢ € R ergibt sich so eine zyklische Struk-
tur, welche in allen Skalierungen eine gleichartige Form aufweist. Der exponentiell
zunehmende Abstand der Zyklen fiihrt bei linearen Darstellungen (siche Abbildung
2) zu einer stark eingeschrinkten Aussagekraft des Graphen. Trigt man die Kurve
iber logarithmische Skalen ab (siche Abbildung 3), so erkennt man die zyklische
Widerholung der Struktur. Dabei werden die Ber{ihrpunkte mit den Achsen stark
verschméhlert, sodass in der gegebenen Grafik letztere nicht mehr dargestellt wer-
den konnen.
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Abbildung 2: I'y tiber lineare Achsen
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Abbildung 3: T'y iiber logarithmische Achsen



Aufgabe 2.A

5t

Im Folgenden weist = darauf hin, dass sowohl Nenner als auch Zahler getrennt differen-
ziert wurden und damit die REGEL VON L’HOSPITAL angewendet wurde. = weist auf
die symbolische Bedeutung des Ausdrucks rechts hin und darf nicht als Gleichheit im

herkéommlichen Sinne verstanden werden. Also

@ A .
11‘1£>I(11 g(l‘) :Ilili% %g (CL‘) -

[IE ]

o
o

1
a) Es gilt den Grenzwert lim e~ 222719 zu berechnen. Nun ist

z—0
—100
. -1 _ .z x 00
lim e 2227100 = lim ~—— £ —
x—0 z—0 ez2 o0
4 10027101 p1 27 L
= lim — = lim — — = —
z—0 —9. 2%3 . o2 z—0 q1 622 o0
i . p1 98- opy a0
t=0q1 _9. ;13 cezz 0 g2 ooz 00
& pw  —2-z73 _pso a’ . 1
= lim — =h T —
=0 ga9 _2.%3 ez2 0450 32 o0
50 .. 1
= D50 =0

1
mit Py, ¢, € R\ {0}. Damit ist lim e 222190 = 0.

x—0

b) Esist der Grenzwert lim z*"~! zu berechnen. Es gilt

r—0+

lim 2°" ! = lim el Ve
z—0+ z—0+
Nun ist

. . —Inz &+ o

Iim zlnz = lim — T = —

r—0+ r—0+ P o0
d _1
£ lim ——% = lim —2=0

z—=0+ —= z—0+
x



Wir betrachten im Folgenden den Grenzwert lim (e*!"% — 1)In a:

x—0+
-1
lim (e*™% —1)lnz = lim W 2
2—0-+ 2—0+ (exlnx _ 1)—1 00
di _ 1
£\ — Z
xi)%l_i_ _(eccln:c _ 1)—26x1nx(1n$ + 1)
(exlnx _ 1)2 . 0
= m — - —
x—0+ xlnx,emlnz_i_x_e:vln:p 0
% 2(€xlnx _ 1) . 0
= 1im — 1 = I
z—04+ 1+xln$+m+ﬂf
B (=12 0
1404040 1
Damit ist lim 2% ~! = lim e(¢”""~Dhe = 0 — 1,
z—0+ z—0+

oL
¢) Es soll der Grenzwert lim (#22)2? bestimmt werden. Es gilt

r—0

. " 0 d

lim S [: } L lim cosz = 1 (1)
z—0 X 0 z—0

lim 2C08T [; 0} de 1, COST—@sinz (2)
z—0 sIinx 0 z—0 cosx

. x(cos®x — sin? x) [* 0}

lim - -0

2—0 sin z cos T 0

i . (cos?x — sin® ) + (2 sin.:p;os:z — 2sinx cos x) _ 140 )

250 cos?x — sin“ x 1

1

) 1 N RS
Nun ist (Smfi_x)) 2% (ﬂ) * = (M)l2 Wir koénnen also 0.B.d.A z > 0

xT —Z x

fordern. Dann gilt:

1
Sin xr 22 1 sinx
lim < > = lim e=2 hl( = )

z—0 x z—0+




Wir betrachten nun lim - In (M)

z—04+ T z
1
1 sinx In (S22) o
lim —ZIn = lim 5 = —
z—0+ T x z—0+ x 0
d T _1 1 TCOST (2)
da lim sinx ( 2 sz + z €08 l‘) — lim sin 1 ol 9
z—0+ 2x z—0+ 212 0
d cotx — % sinzcosx —x &« 0
£l ——— st )y T O 3 = -
z—0+ 4z z—0+ 4xrsin“z 0
4 cos?z —sin®z—1 4 0
£ lim —5 - = -
z—0+ 4sin® x + 8xr sinx cos ¢ 0
4 5 —4sinx cos x
£ lim
z—0+ 16 sin z cos x + 8z(cos? x — sin? )
. —4 3) —4 1
= Jim (co?z—sin’z)  16+8 6
Tr— Jr (COS“ r—sSsIn~ x
16 + 8 sin x cos x
X . . . . 1 . 1 sin x 1
Damit ergibt sich lim ($22)2? = lim ex? m(*3) = =%,
z—0 z z—0+
Aufgabe 3.A

1) 42

2.) Es gilt den Grenzwert zweier Funktionen zu bestimmen. Hierfiir entwickeln wir die
Teilfunktionen in Taylorreihen am Entwicklungspunkt xg = 0 und fithren dann die
Grenzwertbetrachtung durch.

a) Es gilt folgenden Grenzwert zu berechnen:

M)

x

cosxTr —e 2

lim 1

z—0 X
Es gilt nach dem Satz von Taylor:

2 $4 2 1.4

_ - r o T 4
cosx=1-0 2!+0+4!+0(ac)—1 2!—1—4!—1—0(:10)
_2? 2’ 3zt 4 2t 4
e 2 :1+O—§+O+T+O($):1—§+§+0(l‘)

Damit ergibt sich:
_a? 22 x 4 z? x 4
iy 05T — € :hml ot + 9 to(®) =1+ 5 — % —o(2”)
z—0 x4 z—0 x4
N et o NS W ) DY
x—0 xd 12 z—0 x4 12



b) Es gilt folgenden Grenzwert zu berechnen:

1— sin x
lim (cos x)
z—0 x3

Nun gilt nach dem Satz von Taylor:

. . 3 3
(COS.%')Smx — esma:lncosx =1404+0— 7(%,3 + 0(.%’3) -1 £ +0(x3)

3! 2
Damit ergibt sich:
. 3 3
i 1 — (cosz)*m® i 1-14+% —o(x?) 1 lim o(x3) 1
z—0 x3 x—0 3 2 a—0 a3 2
Aufgabe 4.B

Im Folgenden werden die lokalen und globalen Extremwerte zweier Funktionen bestimmt.

a) Es ist y = i;;;’iig Um den Definitionsbereich D zu ermitteln untersuchen wir
zundchst den Nenner auf reelle Nullstellen:
—2+/4-8 -2+
P A2=05 1= : o L
Damit ist D = R. Nun gilt fiir die erste Ableitung:
d (@ +20+2)20-3)— (2z+2)(a* —3x+2)  52?—10
= (22 + 22 + 2)2 " (22127 +2)?

Fiir eine Extremstelle zp muss notwendigerweise gelten %y’x:xo = 0. Es ist also

522 — 10

=0 & 52-10=0 < =42
(22 4 22 + 2)? v v vz

Um die hinreichende Bedingung zu erfiillen muss die zweite Ableitung an den Stellen

21 := —/2 und x5 := /2 untersucht werden:
d?  10z(z? + 2z + 2)? — 2(52% — 10)(2? + 2z + 2)(2z + 2)
a2’ = (2% + 2z + 2)4

10z (2% + 2z + 2) — 2(5z% — 10)(2x + 2)
(22 + 22 4 2)3
1023 — 60x — 40
(22422 +2)3

Nun ist
d? —20v/2 + 60v/2 — 40 40v/2 — 40
W, T amwar aeavap
d? 20v/2 — 60v/2 — 40  40v/2 + 40
R N VR R VT i




Damit befindet sich an 1 ein lokales Mazimum und an zo ein lokales Minimum.
Fiir die Extremwerte ergibt sich:

2-3V2+2 4-3V2

= = = <1
Y= Ve = S e T 4123
=y _2+3\/§+2_4+3\@>1
P emn Ty o Ao 4-20
Es ist aber
. . 22 =342 2240 1 -3zt 42272
lim y= lim ———— = lim =
z—=400 z—+oo 22 + 21 + 2 z—4o0 1 + 21 + 222

Damit ist y1 globales Maximum an der Stelle x1 und ys globales Minimum an der
Stelle xo.

b) Es ist y = arctanz — 5 In(1 + 2?). Der Definitionsbereich ist offensichtlich D = R.
Fiir die erste Ableitung gilt:

d 1 2z 1 r  l-x
dz’ T 1+ a2 2(1+22) 1422 1422 1422

Die notwendige Bedingung ergibt:

d 1—:B1
— =0 &
d:z:y 1+:n%

T=x1

=0 & z1=1

Fiir die zweite Ableitung gilt:

2 —(-r)-2e(1-=x) 2*-22-1

dz2¥ = (1+22)2 T (1t 22
Nun ist

d? _l-2-1_ -2 -1

2|, T a0z T4 2

Damit ist y; := y\x:m = arctan1 — %1112 = %IHQ lokales Maximum und wegen
der Stetigkeit von y auf R zugleich globales Mazimum der Abbildung.

Aufgabe 5.B

Im Folgenden ist die Lésung der Gleichung cos x-cosh z = 1 fiir = € [0, 27| ndherungsweise
zu berechnen. Die triviale Lésung x, = 0 mit cosO = 1 und cosh0 = 1 ist offensichtlich.

Im Intervall [0, 5] fillt die Funktion f(x) := cos - cosha monoton, wobei f (3) =0
gilt. Des Weiteren ist f(z) < 0 fiir € [Z,3F]. Fiir « € [2F,2n] ist f(z) monoton

wachsend, da sowohl cos z als auch cosh x monoton wachsen. Nun ist aber f (37”) =0 und
f(2m) ~ 268 > 1. Damit muss sich auf Grund der Stetigkeit von f(z) auf R im Intervall

10



[37”, 277] eine zweite Losung x; der obigen Gleichung befinden. Wir berechnen diese mit
Hilfe des Newton-Verfahrens auf 0.001 genau. Dabei sei g(z) := f(z)—1 = cos z-coshxz—1.
Es gilt fiir die Iteration beim Newton-Verfahren:

In unserem Fall gilt:

b=2m
g(x) = f(x) — 1 =cosx - coshx — 1
g (z) = f'(x) = cosx - sinhxz — sinz - coshz

Es ergibt sich nun fiir die Iterationen:

hor — 1
2 = 2m — 2T T D 5.986913230958836
sinh 27
£g =z — 2 (1) 4.001247506158896
'(z1)
2y = aa — T2 4 753409413853174
g (z2)
21 = a5 — T3 4 730564963405035
g (z3)
€5 = B4 — 9,(x4) ~ 4.730041014674009
g (z4)
26 = L5 — 9/(955) ~ 4.730040744862776
g (z5)

Damit ist die zweite Losung obiger Gleichung ndherungsweise gegeben durch xp =~ 4.730.

Aufgabe 6.B

a) Es ist der Kriimmungsradius der explizit gegebenen Kurve y = acosh 7 zu bestim-
men (a # 0). Nach G.M. Fichtenholz: Differential und Integralrechnung 1, §250-
§251 gilt fiir den Kriimmungsradius einer Kurve in expliziter Form:

(1+ (£0)°)
Sy

[SJIe]

R =

Es gilt nun fiir die Ableitungen:

1
—y:asinhf-f :sinhE
dx a a a
d2 T cosh Z
—Qy:COShf-—:ia
dx a a a

11



Oben eingesetzt ergibt sich fiir den Kriimmungsradius:

3 3

a(l+sinh®%)>  a(cosh®%)?>  acosh®Z AT
R = = = = = -~ =acosh” — = —
cosh 2 cosh z cosh =z a a

b) Es ist der Kriimmungsradius der durch z = a(cost + tsint) und y = a(sint —
t cost) parametrisierten Kurve zu bestimmen. Nach G.M. Fichtenholz: Differential
und Integralrechnung 1, §250-§251 gilt fiir den Kriimmungsradius einer Kurve in
parametrisierter Form:

3
(&) + ($9)°)°
§iT - ey — e

Es gilt nun fiir die Ableitungen:

d
wr= a(—sint +sint + tcost) = at cost
d2

2= a(cost — tsint)

d . .
&y = a(cost —cost +tsint) = atsint
d2

Y= a(sint + t cost)

Oben eingesetzt ergibt sich fiir den Kriimmungsradius (a # 0):

[SIY

((at)?(sin ¢ + cos?t))
a’tcost(sint + tcost) — a?tsint(cost — tsint)
(at)? (at)?

= = = at
(at)2(sin®t 4 cos?t)  (at)?

12



Aufgabe 7.B

7B.1 a)

x> 3
/dxM:/dW—@(mu@ (& +2)
1 1 1 1
:M[/dxx—%+/dxx+w+/dxx—iw
1 1 1
K Bl K s Bl K
1 1
‘/d%—imw‘/d%ﬂﬂw}
:8\1/5[111‘3:—%’+ln‘x+\7§)+ln‘x—i%‘
1|z + V2] - n|o - iviV2] - n|o+ Vi3
—ln‘x—iﬁ%’—ln‘x+i\/ji%‘}+c
:8\1/5[111’(3:2—\4/5)(352—1—%)‘—111’364—&—\2/5“—1—0

zt — /2
4+ /2

1 1
= n
8v2

+c

1 y2:;t/ 2y / 1
de— =" [ dy—"— =2 [ dy——
/ NN YTt vy Thy?

= 2arctany + ¢ VYT, arctan(y/x) + ¢

/ 323 + 1022 — &
de———-—
@217

3 4 2 1
= [do—— de—— do——5 — [ do——
/x(x—1)2+/ xx_l—i-/ x(x+1)2 /x$+1
= 3(x—-1)""+d4lnjz -1 -2+ —Injz+1|+c
_ br+1 lz—1*

i T e TR

13



7B.2 a)

5
dr— ”“’::y 3/d 3/dy
/ (1+ y1+y T2y +2

5y + 4
3/3/[ — 2% 4+ 3y —4+ }
(1+y)?

5 1
dy |92 — 202 +3y — 4 —
y[y vy +1+y (Hy}z}

Il
w

{14 34+ 2y? — 4y + 51+ |+—1 ]+
n C
Y y y y

Il
w

3yt —8y3 +18y — 48y

Il
w

1
+5I[l+yl+——| +e¢
11+l 1+y}

+5In|l + Vx| +

+c

=Yz [3953 _8x+18x§ — 48 Yz
=3 12

1
1+ Yz

/dx+1 2/dac ! +2/dx1 +2/dw L
64+1 3 1+22 3 (2r++3)2+1 3 (22 —V3)2 +1

2 2 1 2 1
= garctanx—i— § . §arctan <2x+\/§> + § . iarctan (23:— \/§> +c

2 1
garctanx—i—garctan (21‘4—[) garctan <2x—\/§>+c
2+ 3+ 22— /3 >

) +c

2
= —arctanz + — arctan
3 3

1— (22 +3)(22 — V3

2 ‘ +1 ¢ 4x
=3 arctan x 3 arctan 1— 12

1
= —arctanz + — arctan

3

14



7.B.3

1 Sinx Y=COS T 1
/ i / v (1 — cos?x)? / y(l —y?)2

1 1
[—y—ln|l—y[+ln1—|—y@ +c

1

4

1

4

[1+1+ln1_y}+c
y y

y=cosz Cos T 1

~ 2sin? 3:+Z (1 + cosz)?
_ cosw 1 sinz
_ +im ‘

231n x 1+ cosx

COs T 1
= - 21ntan( )+c

2sin2 z

1 — ] 1 1 1
dt——"— ="~ [doyg =~ [ do—5—~
1 + cos(ax) a 5(1+cos(2y)) a cos?(y)

=41 azr
- Ctan(T) +e

/dx cos(Inx) - /dyey cosy = e¥Ysiny — /dyey siny
=eYsiny — (—ey cosy + /dyey cos y)
=eYsiny + €Y cosy — /dyeycosy

1 .
& [ dyeY cosy = 3 (eYsiny + eY cosy) + ¢

vt 2 3 (sin(Inz) + cos(lnx)) + ¢

15
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/d 1 /d sin? £ + cos? 2 /d tan® £ + 1
x = r—=——=2 = [de—=——
cos(x) cos? Z —sin? 2 1 —tan® <

x=2arctany 2 y2 +1 / 1
e d Y94
/ Tyl Ty

y=tan g x
= 2artanhy +c¢ = ° 2artanhtan 3 +c
Alternativ:
1 sin? £ + cos? Z tan? £ + 1
/dx :/da:2 _22: dxizzm
cos(x) cos? § —sin® & 1 —tan® 3

x=2arctany 2 y2 +1 / 1
/ Tyl Ty

1 1
= dy—— dy——
/ yl—y*/ oy

1
=In|l4+y|l—-Injl—y|+c=In 1+y‘—|—c
-y
y=tan 3 1+tan%
= l]_’l T .z &
1—tan§

16



r=asinhy 1 acoshy

1
dr——— = dy
xVa? + a? |a| asinhy/sinh? y + 1

1 1 1 2
== [y = = [ qy—=
|a|/ ysinhy \a|/ T
2

y=lnu i w
~ al u? —1

1 1 1
— | fdu—t [a
|al [/ ul—u+/ u1+u}

1 1 1
=——[-In[l-u/+Inl+ul]=—-——In St
|al lal 1—wu
u=eY 1 1+eY
= —In
la| |1 —ev
y:arsinh(f):ln(ﬁ+ﬁm) 1 lal Tal

al
1 la| + z + Va? + a2

Clal | a2+ Va? + a2
1 la|lz + 22 + 222 + a2

ol (“lal + 7 + V2Z + ad)

1 (el + VET @) (lal + 3+ VET D)
|al (—la] + z + Va2 + a?)x

1 a4+ Va? +a?

lal x

1+ &+ Va2 + a2
n
1—%—‘71”\/:@4-(12

Aufgabe 8.A

Im Folgenden soll die Bogenldnge der Ellipse von x = —2 bis x = 2, gegeben durch
% + 9% = 1, mit Hilfe der Simpson-Methode bis auf 0.001 genau approximiert werden.
Dies entspricht genau dem halben Umfang der gegebnen Ellipse. Parametrisiert 1dsst sich
das Bogenstiick durch ¢(t) = (z(t),y(t)) mit ¢t € [0, 7] und z(t) = 2 cost sowie y(t) = sint
darstellen. Es handelt sich dabei um eine JORDANSCHE KURVE, deren Linge gegeben ist
durch

b

L(ry) = [arfoo)

a

17



Nun gilt:

f(t):=||¢'(t)|| = V4sin®t + cos? ¢

Es gilt also

s

L(Ty) = /dt\/4sin2t+coszt

0
mit der Simpson-Methode zu approximieren. Fiir die Fehlerabschitzung gilt

b

[ - 1s

a

(b—a)® ’ (4) ’ 70 - 40 i
= 7 < —
18002n)7 2 |/ 0| < 50 2T 1 = 72

Nun soll gelten:

b

JEC ORI E

a

7o ™. 10° a5 103
<103 < <n? >
72 -nt — 72 - - 72 -

Wobei m[a:a | f (4)(77){ < 40 mit einem Computer-Algebra-System abgeschétzt wurde. Nun
nela,

gilt fiir die dquidistante Zerlegung und die zugehorigen Stiitzstellen:

wk
ZUk:?, kZO,,S
Tp+xpr1 m(2k+ 1)
é-k 2 16 M 0’ ’7

Nach der Simpson-Regel gilt:

L(Ty) :/dtf(t) ~ %
0

~ 4.844230080750113

Damit ergibt sich fiir die gesuchte Bogenlénge L (I'y) ~ 4.844.

Aufgabe 9.B
9.B.1

Im Folgenden soll das Volumen des Rotationskdrpers berechnet werden, der entsteht,
wenn die durch

x=t—sint, y=1-—cost (0<t<m)

18



gegebene Kurve um die x-Achse rotiert. Fiir das Volumen eines Rotationskorpers gilt:

™ ™

b
W/y2da: = 7r/ (1 — cost)?d(t — sint) = ﬂ'/(l — cost)3dt

0 0

v

™

15 1
:77/1 — —cost — Zcos3t+30052tdt

4
0
15 1 3 5m
—”[”‘4'0‘4‘“2 } o
Wenn der Kérper vollstdndig versenkt wird verdrangt er ein Volumen V = %

Im Folgenden soll der Tiefgang s berechnet werden, den der obige Rotationskorper
(Dichte px = 0.9) aufweist, wenn er mit der flachen Seite nach unten im Wasser (Dichte
pw = 1.0) schwimmt. Um zu schwimmen muss der Korper ein seinem Gewicht entsprechen-
des Volumen an Wasser verdréngen. Das Volumen V, des Korpers, welches oberhalb der
Wasseroberfliche liegt, ergibt sich zu

2 2
VO:V_W:V_W:V<1_W<>:5”T<1_9):7T
W pw pw 2 10 4

Es gilt also folgende Gleichung zu 16sen:

t
Vo = 7r/(1 — cosz)3dx
0

15 1
& % :/1 — —CoSx — 1C083.’L‘+3C082$d$

4
0
3t t
T 15 | 1 3
@Z—t—zsmt—ﬁ cosydy+2/1+cos2xdx
0 0
o 5 B a4 S
1=3 1 Sin T 1 5in
5 15 3 1
<:>O:§t—Zsint+Zsin2t—ﬁsin3t—%::h(t)

Die Funktion h(t) ist stetig und es gilt h(0) < 0 und h(7) > 0. Es existiert also mindestens
eine Losung to € [0, 7] fiir obige Gleichung. Da h(t) + § das Volumen in Abh#ngigkeit
von t beschreibt muss h(t) in [0, 7] zudem monoton wachsend sein. Die Losung ist also
eindeutig.

Wir approximieren ¢y mit dem Newton-Verfahren, wobei b := 7 und h/(t) = g— % cost+

19



%COS 2t — icos 3t gilt. Es ergibt sich fiir die Approximation:

h(m) 23w
ti=m— =
R () 32
tgzztlg—}Lal):w 1.98636873201841
R (t1)
h(t
ty =ty — (t2) 1.906028646804606
R (t2)
h(t3)
ty =13 — ok 1.898771843446373
h(t
ts = t4 — (t) 1.898714984451295
R (t4)

Diese Approximation ist offenbar genauer als 0.001. Damit ist ¢y ~ 1.898.
Es ergibt sich fiir den Tiefgang

s =x(m) — x(ty) = m — to + sinty ~ 2.190

9.B.2

Nun soll der Schwerpunkt der Fliche berechnet werden, die durch die beiden Parabeln
=2z, z?=2

begrenzt wird. Da die begrenzte Fldche im 1. Quadranten liegt, kénnen wir die Funktionen
umschreiben zu

fl)=y=v2r, g(x):=y=z
Nun schneiden sich beide Graphen an den Stellen g = 0 und z; = 2. Fiir z € [0, 2] gilt
f(z) > g(z). Die Flédche des eingeschlossenen Gebietes ergibt sich zu

2

1= oo

0
Fiir das Drehmoment um die x-Achse gilt:

2 2

1 8 6

2 4
f<( x)dzr = de — - dr=2—- — =
/ T = /xw 8/3: x 0" 5

0

o

Fiir das Drehmoment um die y-Achse gilt:
2

2
My:O x(f(x)—g(x))dx:0/x<ﬁ—;aﬁ)dx

: 16 1
/sdx:f’_ 0.2

\V] \

2
\/i/ac;dm
0
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Damit ergibt sich fiir die Koordinaten des Schwerpunktes:

My_9
T4 T 10
_Mx_ 9
Ys A 10

Der Schwerpunkt der Fliche ist also gegeben als S (1%, 1%).

Aufgabe 10.B

Es ist die folgende Abschéitzung zu beweisen

1
35 / 1—cosx 3502 1751
< [ dx =

72 22 <7200 3600

0

Hierfiir entwickeln wir die Funktion g(z) := 1 — cosx in eine Taylorreihe am Entwick-
lungspunkt zg = 0:

e L e
= %xQ — %x‘l + éxG - %:}:8 + %0!9610 +710(0,2)
= %xQ — %:p‘l - émG - éxs +75(0, )

Nun gilt fiir die Restgliedabschitzung:

(B41) 2841 . 29
1041 11
_ (041 (£ 9‘3 o S\ T
r0(0,2) = 9% (&) gy =~ o (&) 3y =0

Fiir gewisse &, &, € [0,2] C [0,1] mit = € [0, 1]. Damit ergibt sich die Abschitzung:

Lo 14, 1e 13 10 Lo 14, 1e 13

g(x) % T te® et —|—ﬁx +r10(0,x)<—'x —au® —i——! -3
Lo 14, 15 8 o L 4 1 ¢ 134

g(w)——‘x —a tet g’ +r8(0,x)>—|x v tat gt

1 1, 1, 14 1—cosz 1 1 o5 1, 1 44 1 4
TR +@x - = §72<f——.x —i——x——.x +—.x
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Integration fithrt zur gewiinschten (echten (!)) Ungleichung:

21 4! 6! 8l 22 21 4! 6! 8l 10!
1
1 1+1 1 </d1—cosx< 1+ 1 1+ 1
s _ po 8T 1 _
21 3.4 '5.6! 7.8 — 22 — 2 3.4 " 5.6/ 7.8 " 9.10
>0 0 <0
1
3 1 1 </dx1—cosx<1 1 N 1 1751
72 20 3.4! x2 21 3.4 5.6 3600
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