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Aufgabe 1.A

Im Folgenden sei n € N. Betrachtet wird das Verhalten der Folgen fiir n — oo.
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Damit ist
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*) Die Summationsformel Y ka* = = ("H()lziz)jm wurde schon im vorigen Arbeits-

k=1
blatt implizit benutzt und bewiesen.

Aufgabe 2.A

Im Folgenden sei n,k € N, a € R.

a) Es ist zu zeigen, dass lim Z—: =0 fiir a > 1 gilt.

n—oo
Offensichtlich ist Z—: > 0 Vpen mit a > 1.
Wir schétzen nun im Folgenden a™ nach unten und damit Z—: nach oben ab. Dafiir
wahlen wir n > N > k + 1 geniigend grof, sodass gilt

anz[(a—1)+1]":§<?>(a_1)i

— 14 (?)(a—l)—k...—k <kzl>(a—1)k+1+...+(a—1)"

Unter der Vorraussetzung a > 1 sind alle Summanden strikt grofser Null. Es folgt
die Abschitzung

av > (k:l_l)(a_l)kﬂ_n'(n_l)“--‘(”—k)_(a_l)k+1
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k+1 k+1
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Wobei lim o(:::) = 0 gilt, da deg o(n**1) < k. Nun ergibt sich die Abschiitzung
0 < nfk < n¥ B (k+1)n
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Gehen wir in obiger Ungleichung mit n — oo zum Grenzwert iiber, so ergibt sich
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Es folgt lim ™ = 0 fiir a > 1. O

n—oo

Es ist zu zeigen, dass lim a—? = 0 gilt. Hierfiir reicht es zu zeigen, dass ‘ﬂ — 0‘ =

lal” | < € beliebig kleln w1rd Wir kénnen also 0.B.d.A annehmen, dass a > 0 gilt.
D1e Félle a = 0 und a < 1 ergeben Produkte bekannter Nullfolgen und sind daher
trivial. Wir betrachten demnach im Folgenden den Fall a > 1.

Sei ng := [a] + 1. Dann gilt fiir geniigend grofe n mit n > ng

a  a a a a a

nl n n—-1""mn T2 1
Nun ist & < 1 Vpenn>n, und offensichtlich +1 < = VneN Sei C' := ( a™o )” so gilt
folgende Abschatzung
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ﬂ
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Mit C = (%)n"_1 C und & <1 sowie a > 1 ergibt sich die Abschétzung

n n

o< < (%) .0

n! = \ ng

fiir n > ng und nach dem Grenziibergang n — oo

0< lim & < lim <a> C=0-C=0

n—oo 1) n—oo \ no

Woraus nlerolo ‘;‘1—7,1 = 0 folgt. O

Aufgabe 3

Es sei I, = [ag,bg) C R mit k € N und I, # () Vien. Weiterhin sei Iy C Ij Vien, also
o0

ar < agy1 < bgry < bg. Es ist zu zeigen, dass dann () I # 0 gilt.

k=1

Wir definieren nun die Folge {x,}, oy, sodass ;, := a,. Diese ist wegen aj, < apy1 Vien
monoton wachsend. Wegen ap < b, < b1 Vien ist sie zudem nach oben beschriankt. Nach

dem Satz aus der Vorlesung folgt unter Beriicksichtigung der Vollstdndigkeit von R die
[ee]

Existenz eines Grenzwertes y = lim z,. Es ist nun zu zeigen, dass y € () Ij.
n—oo

k=1



o
Gegenannahme: y & (| Iy = Joy v & I;
k=1

0.B.d.A sei y < az (Ist y > by so definiert man die monoton fallende und nach unten
beschrankte Folge {yn}, ey mit 4, := b, und fithrt den Beweis analog). Daraus folgt aber
wegen der Monotonie 3¢, ¢,erV, cn.,>7 ¥ < &1 < &2 < ap < xp und mit € := |y — & | >0
gilt: a

3e>0VNeNTn>N [y —zn| > € (1)
Woraus im Widerspruch zur Annahme y # lim z,, folgt.
n—oo

o0 o@]
Also ist y € () Iy und damit () I # 0. O
k=1 k=1

Aufgabe 4

Die Folgen {zy}nen mit z, = (1 + %)n und {yn fnen mit y, = (1 + %)n—i-l sind auf
Konvergenz zu untersuchen. Wir zeigen im Folgenden Monotonie und Beschranktheit:

1. Es gilt nach dem Binomischen Lehrsatz
N\N" &(n\ 1
we(15) =2 (1)

Die Summanden lassen sich wie folgt abschétzen:

<n> 1 n-(n=1) - (n—k+1)

k)nk — k! nk
n-mn-...n __ 1
kl-nk Rkl
Damit gilt
n n
n\ 1 1
w=3 (1w <2 g
k=0 k=0

Wie in der Vorlesung bewiesen wurde gilt lim s, = e und {s,}pen 11 mit s, :=
n—oo

n
> 4 woraus sofort
k=0

"1
xngzgglimsn:e (2)

n—o0
k=0



folgt. Damit ist {x,, }nen nach oben beschrinkt.

Nun ist
l‘n+1_ Zfﬁ " n+2 n? 4 2n ”'n+2
a ”+1 ‘n+1 \n212n+1 n+1
n? 4+ 2n 1 1 " n+42
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woraus {Zn }nen 171 folgt. Beschrinktheit und Monotonie implizieren die Existenz
eines Grenzwertes x := lim x,, fiir den zudem wegen (3) = < e gilt.
n—od
*) Gilt nach der Bernoulli-Ungleichung (14+2)™ > 14n, V4> 1 neN,n>1, Wobel fm >

. Die Beschréanktheit der Folge {y,}nen nach unten ergibt sich sofort mit Hilfe der
Bernoulli-Ungleichung;:

1 n+1 1 1
yn:<1—|—> >1+ 0 0 2o (3)
n n n
Nun gilt
+1
Un ":1 " n+1l (n*+2n+1 AR
Ynil Zﬁ n+2 n2 +2n n+2

+

_ (4 1 \"" n+1
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n+1 n+1 (n+1)(n?+2n)+ (n+1)>2
> 1+ : =
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1
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Damit ist {yn}nen || woraus mit (4) die Existenz eines Grenzwertes y := lim y,
n—oo
folgt.



Fiir beide Grenzwerte gilt offensichtlich:
. . . , 1\" 1
y—x= lim y, — lim z, = lim (y, —x,) = lim |[(14 — 1+—-—1
n—o00 n—o00 n—o00 n—00 n n

. \" . 1
= lim (14 — lim (—)=2-0=0
n—00 n n—oo \ N

Woraus lim y, = lim x, folgt.
n—oo n—oo

Im letzten Schritt gilt es nun {z,},en nach unten abzuschétzen. Hierfiir zerlegen wir
T, mittels des Binomischen Lehrsatzes in einzelne Summanden und betrachten diese
Zerlegung fiir n > N fiir ein festes V € N:
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k! nk
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Im zweiten Schritt gehen wir mit N — oo zum Grenzwert iiber und erhalten letztendlich:

1
lim lim z, = lim z, = > lim —=e
N—00n—00 n—00 N—oo ‘ k!

k=
Aus (x> e) A (z <e) = (x =e) und x = y folgt schlieklich

lim x, = lim y, =e (4)
n—oo n—oo



Aufgabe 5.B

Im Folgenden sei r € Rmit 0 <7 < 1 und ¢ € [0, 27[ sowie n € N.
Es ist

Tn (@) = kznzlrk coskop = % Zn: rk (eik‘b + eiik(ﬁ) = % [z”: (rei¢>k + Zn: (re*w) k]

k=1 k=1 k=1
1 [reid’ — (reigt’)nJr1 re % — (rew)nH]

2 1 — rei¢ 1 —re—i
Da 0 <7 < 1und || = |e"®| = 1 V,er ergibt sich

re' — lim (rei¢)n+l re " — lim (1"6_14(75)mrl

. _ 1 n— 00 n—00
nlin;o Tn (#) = 2 1 —re' + 1—rei
) 1 re'? n re=i® 1 ret® (1 — re*"‘ﬁ) + re” i@ (1 — rei¢)
2 1—re®  1—re 0| 2 (1 —re?) (1 —re=i?)
1 ret® 4 re= — 2r? 1 2cos¢ — 2r
= — . - - = —7r.
2 r241—r(e?+e®) 2 r241-—2rcosd

cos¢p —r
r.
r2+1—2rcos¢

Betrachten wir den kleinsten Wert des Nenners 72 + 1 — 2r cos ¢ fiir ¢ = 0 so gilt r% +
1—2r=(r—1)*> 0 fiir r < 1. Damit ist {y, (¢)}, ey konvergent Vyep 2 und es gilt

cos¢p —r
li =r.
o U (9) =r r2+1—2rcos¢

*) Esist lim (re_i"z&)”Jrl =0fir0<r<1,da ‘(re_i(z’)nﬂ‘ = "I‘"—H’ |e‘i¢(”+1)’ = ‘7“”4'1‘-1 <e
n—oo
fiir groke n gilt.

Aufgabe 6.B

Es ist zu untersuchen, ob jede abgeschlossene Menge in (R, dH) als Vereinigung hochstens
abzéhlbar vieler, paarweise disjunkter offener Intervalle dargestellt werden kann. Wir be-
trachten hierfiir die Cantor-Menge C:



Sei {Cp},en €ine rekursiv definierte Familie von Mengen C,, C [0, 1], sodass gilt

Cofi]u[l]
oYL

In Worten: C),41 wird aus C, durch entfernen der offenen, mittleren Drittel jedes zu-
sammenhéngenden Teilintervalls von C), erstellt. Als direkte Folge dieser Rekursionsvor-
schrifft ergibt sich die Inklusion nachfolgender Glieder:

CoD(C1DCyD...DC,

Des Weiteren ist C), abgeschlossen beziiglich der Betragsmetrik d|.|, da C), als endliche
Vereinigung abgeschlossener (disjunkter) Mengen dargestellt werden kann.

Die Cantor-Menge ist nun als Schnittmenge aller Glieder der Mengenfamilie {C),}, cx
definiert:

C:=()Cx keN (5)
k=0

o0

Nach dem in der Vorlesung bewiesenen Satz folgt, dass C' = [ Cy ebenfalls abge-
k=0

schlossen ist. Nun lédsst sich aber jede Menge C),, nach der rekursiven Definition als

Vereinigung disjunkter, abgeschlossener Teilmengen darstellen, wobei sich die Anzahl

2TL
der disjunkten Teilmengen mit jedem Schritt verdoppelt. Es ist also C,, = J I; mit
j=1

Iinl; =0 Vo, 2y Es ist aber offenbar {Ij}je{ll.. gny| = 2" Es existiert
also eine Bijektion zwischen den disjunkten Teilmengen I; von C), und der Potenzmenge
einer n-elementigen Menge. Nun ist

oo 2k

c=Uu (6)

k=0j=1

Auf Grund der Inklusion aufeinander folgender C, kann C' offenbar auch als "Grenzwert”
der Mengenfolge {Cy}, .y betrachtet werden. Es existiert dann aber eine Bijektion von
der Menge aller Intervalle I zu P (N). Die Cantor-Menge kann dann aber als Vereinigung
iiberabzahlbar vieler, disjunkter, abgeschlossener Intervalle dargestellt werden, wobei C'
selbst abgeschlossen ist. Folglich existieren abgeschlossene Mengen in R, die nicht als
Vereinigung hochstens abzahlbar vieler, paarweise disjunkter abgeschlossener Intervalle
darstellbar sind.



Aufgabe 7.B

Es ist zu zeigen, dass R\Q = R gilt, wobei der Abschluss als X := XUOX = int (X)U0X
definiert ist.

Wir betrachten hierfiir die disjunkte Zerlegung

R = int (R\Q) U9 (R\Q) U ext (R\Q)
= R\QU ezt (R\Q)
=R\QU int (Q)

Es ist also [R\i(@ = R} & [int (Q) = 0.
Gegenannahme: int (Q) # (.

Sei nun zp € int (Q) C Q beliebig. Wir betrachten ein ebenfalls beliebiges € > 0 und die
dadurch definierte e-Umgebung U, (z¢) C R.

Die Folge {an},cy mit a, := g € R\Q mit nlingo an = 0 erlaubt es uns ein NV € N so zu
wiahlen, dass a, <e V>N gilt.

Nun ist aber zg + a, € Uz (x0) Vu>n, da |zo — (zo + apn)| = an < € nach Vorrausset-
zung. Da ¢ € Q und a,, € R\Q folgt (z9+a,) € R\Q. Dann gilt aber U (2¢)N(R\Q) # 0
und schlieflich z¢ ¢ int (Q) da & > 0 beliebig gewéhlt wurde.

Dies fithrt zum Widerspruch woraus int (Q) = () und damit die Behauptung folgen. [

Aufgabe 8.A
Im Folgenden sei {ay, }nen mit a, € R beschrankt. Der obere Grenzwert ist definiert als
limsup a, := lim (sup ak> (7)
n— oo N—=00 \ k>n

Es ist zu zeigen, dass fiir jede beschriankte Folge {a,}nen der obere Grenzwert a =
lim sup a,, existiert.
n—oo
Beweis. Sei E, := {x € Rlx = ay, k> n} das Bild der Folge {aj}reni>n. Dann ist
limsupa, = lim (sup E,). Nun gilt offenbar folgende Inklusionsbeziehung:
n—oo

n—oo
Fi1D>DFEyD>...DFE,_1DF,
Aus der vorausgesetzten Beschranktheit von Fy folgt, dass Vy,en Ey, beschrinkt ist . Dann

gilt Vyends, er Sn = sup Ey,. Wir konnen also die Folge {s;, }nen zu s, := sup E,, = sup aj,
k>n

10



definieren. Auf Grund obiger Inklusionsbeziehung muss aber offenbar gelten:
sup b1 >sup By > ... > sup By 1 > sup By, = sp > Spt1 Vaen
Damit ist aber {sy }nen | (monoton fallend).

Des Weiteren gilt Vi>p, S, > ag, (Sy, ist obere Schranke von E,). Nun gilt aber: 3oerVien ar >
C (Beschrianktheit der Folge). Daraus folgt Vyen sn > C, {sn}nen | also nach unten be-
schrankt ist.

Es folgt die Existenz des Grenzwertes lim s, = lim (sup ak> = lim sup a,,. L]
n—00 n—0o0 \ p>n n—00
Es soll nun gezeigt werden, dass limsup a,, = inf [ sup ax | gilt.
n—00 neN \ g>n
Sei nun {sy, }nen | wie oben definiert. Dann gilt es zu zeigen:
lim s, = limsupa, = inf (sup ak.) = inf s,
n—o0 n—00 neEN \ k>n neN
Lemma 1: Sei {zy, }nen beschrankt und monoton.
Sei weiterhin x = lim x,. Dann gilt fiir {z, }nen |
n—oo
lim z, = inf x, (8)
n—00 neN
und fiir {z, }nen T
lim z, = supz, 9)

n—0oo neN

Beweis. Sei 0.B.d.A {z,}nen | monoton fallend. Dann ist lim x,, = in£I Tp ZU zeigen.
n—00 ne

Sei F; definiert wie oben und somit die Bildmenge der Folge {x,, },en. Da E7 beschrinkt
nach Vorraussetzung gilt fiir die Menge der unteren Schranken: M~ # (). Dann muss auf
Grund der Monotonie lim x, € M~ gelten.

n—oo

Gegenannahme: x = lim x, ¢ M~. Daraus folgt 3, enx > xp,. Wegen der Mono-
n—oo

tonie ist dann aber V,>n,x > x,, > x,. Nun ds 5,2 > 01 > d2 > xp,. Setze nun
€ :=d(01,z) > 0. Dann ist aber V,>p, d (z,z,) > € woraus I.so0VNenIn>n d(x,2,) > €

und schlieflich der Widerspruch lim x, # =z folgt. Damit muss x = lim x, € M~
n—oo n—oo

gelten.

Nun ist zu zeigen, dass © = lim z, = max M ™.
n—oo

Gegenannahme: x = lim x, # max M ~. Dann folgt aber: 3z~ > . Nun 35, 5, >
n—oo

01 > 092 > x. Mit € := d(d2,2) > 0 und Vpenz, > 7 folgt sofort der Widerspruch

lim x, # x.
n—oo

11



Es muss also lim xz, = inf z, gelten. Analog ergibt sich lim x, = supx, flir mono-
n—00 neN n—00 neN
ton wachsende Folgen. d

Die Behauptung lim s, = in£I sy, folgt nun mit {s,}nen | direkt aus Lemma 1. d
n—oo ne
Lemma 2: Sei {7, }nen beschrinkt und x,, € R. Dann gilt folgende Aquivalenz:

T = limsup x, < [Ves03INeNVn>N Tn < T + €] A [Ves0VNenTng>N Tny > T — €] (10)

n—oo

und analog

x = liminf z,, & [V€>03NENV7’ZZN Ty > T — 5] AN [V€>0VN€N3TL()2N Ty < T+ 6] (11)

n—oo
Beweis. Wir beweisen im Folgenden die Aquivalenz (11). (12) ergibt sich analog.

1. = Esist T =limsupz, = lim s,, wobei s, := sup x; wie oben definiert ist.
n—00 n—00 k>n
Fiir ein beliebiges € > 0 existiert dann ein ]\/7, sodass Vp,>NT < 8, < T + ¢, da
{8n}nen |. Dann muss aber fiir alle & > n > N die Ungleichung zj < s, < T +¢
gelten. Des Weiteren ist ¥ < s,. Dann existiert aber ein k > n, sodass x; > s, —¢& >

T — €.

2. <= Es ist nun [V5>03N€an2]\[ Tp < T+ 8] A [V5>0VN€NE|n02N Tpg > T — 6].
Dann muss aber sy < T + € sein, woraus durch den Grenziibergang N — oo sofort
limsup x, <7 + ¢ folgt. Da aber VnenTno>N Tn, > T — € muss auch sy > = — ¢,

n—oo
woraus analog limsup x,, > T — ¢ folgt. Wahlen wir nun € > 0 beliebig klein, also
n—oo
€ — 0, so ergibt sich limsup z, = T. ]
n—oo

Seien nun {a,}neny und {b,}nen beschriankte Folgen. Sei des Weiteren a = limsupa,
n—oo
und b = limsup b,,. Es ist zu zeigen, dass folgende Ungleichung gilt:

n—oo

lim sup a,, + limsup b, > lim sup (a,, + by,) (12)

n—oo n—oo n—oo

Wir betrachten ein € > 0. Nun gilt wegen Lemma 2: ElN(;’)eanzNS’) G,
2

2
\V/n>N(Eb) by, < b+ 5. Sei nun N, := max {Néa), N(b)}. Dann gilt V,,>n.:
T2

£
2

<a+ 5.

Analog HN(:)GN
2

an+bp<a+b+e
Es ist nun zu zeigen, dass a + b > limsup (a,, + by,) gilt.
n—oo

Gegenannahme: a+b < limsup (ap + by,) = 35, s,a+b < 01 < d2 < limsup (ay, + by). Sei

n—oo n—oo

12



nun € :=d (a + b,61). Dann gilt V,,>n. an + by, < a+b+e =01 < d2 < limsup (a, + by).

n—oo

n—oo n—oo
€ = d9. Dies widerspricht aber nach Lemma 2 den Eigenschaften des Limes-Superior
lim sup (a,, + by,). Es folgt a + b > limsup (a,, + b,) und damit die Behauptung. O

n—oo n—o0

Ist £:=d <lim sup (an + by) ,52>, dann gilt aber V,,>n. (an + by,) < limsup (ay, + by) —

Im Allgemeinen gilt die Gleichheit obiger Ungleichung nicht, da sich zwei Folgen punkt-
weise kompensieren oder zumindest “abschwéchen” kénnen. Ein triviales Beispiel hierfiir
sind die Folgen

an = (=1)", by = (_1)n+1
Es ist offenbar limsupa, -+ limsupb, = 1 + 1 = 2 aber a, + b, = 0 und daher

n—oo n—oo

limsup (a, +b,) =0 < 2.

n—oo

Zuletzt ist zu zeigen, dass folgende Aquivalenz gilt:

JjerA = limsupa, = liminf a, < JacrA =

n—00 n—oo

m an (13)

li
Und zudem A = A.

Beweis.

1.= Sei A = lim sup a,, = liminf a,,.
n—oo

Nach Lem%aoo 2 gilt dann
[Ves03 s enVaonz an < A+ e| A [VesoVnendngzn ang > A —¢|
und
[vooaNg Vs an > A - 5} A [VE>OVN6N3WZN ny < A+ s}
Setze nun N. := {max N, N. }. Dann gilt

Vs>03NSEan2NS (an > A— 5) A (an < A + 8)

Woraus sofort Ve~o3n.enVn>n.

ap — /Nl‘ < ¢ und damit A = lim a, folgt.

n—oo

2. < Sei A= lim a,.

n—o0

Dann ist Veso3n.enVn>nN.

an — A’ < & woraus

Ves0IN.eNVn>N. an < A+ ¢

N Ves0dN.eNVn>N. an > A —¢

13



folgt. Mit den Implikationen

Ves0IN.eNVn>N. 0n < A+ € = Ve oVNeNTng>N Gng < A+ ¢

VE>OE|Ng€an2NE Ap > A—e= v€>0vN€N3nOZN Ay > A—c¢

ergeben sich die Bedingungen fiir A = limsup a,, und A = lim inf a,, wie sie schon
n—o0 n—oo

in Punkt 1. verwendet wurden.

Aufgabe 9.B

Seien f, g : R™ — R stetige Funktionen. Es ist zu zeigen, dass die Verkettung h := go f
ebenfalls stetig ist.

Esist D(h) = D(go f) ={x € R"z € D(f) A f(z) € D(g)}. Wir betrachten nun ein
beliebiges z¢ € D (h) und ein frei gewéhltes € > 0.

Da f stetig gilt Vzx035.0VeeU; (z0)nD(f) f(z) € Us(f(z0)) und analog fiir g:
Ve>036>0Yyet; (yo)nD(g) 9(¥) € Ue(g(w0)), wobei y = f(z). Demnach existiert ein §, sodass
Y t(@)eUs (F(zo)) 9(f (7)) € Ue(g(f(20))). Setzen wir nun € := J, dann existiert ein 6 derart,
dass Vier;(uo) f(2) € Us(f(20)) = Us(f(0)). Damit gilt aber

V03550 Vaet; (zo)nD(n) 1(2) = g(f(2)) € Us(9(f(20))) = U=(h(z0)) (14)
woraus die Stetigkeit von h in xg folgt. Da x¢ € D(h) beliebig gew#hlt wurde ist damit
h := go f stetig auf ganz D(h). O

Aufgabe 10.B

¢ sei der Raum aller konvergenter Folgen in R. Auf diesem sei eine Metrik wie folgt
definiert:

d({zn}, {yn}) = sup [z —wil, {zn} {un} €c (15)
1€
Es ist zu zeigen, dass (¢, d) ein vollstandiger metrischer Raum ist.

Sei fortan {{l’n}(z)} € CF (c) eine CAUCHY-FOLGE in c¢. Dann ist {xn}gl%N nach

Vorraussetzung eine Konvergente Folge in R und damit {xn}SéN € CF (R) Yien.
Wir fiihren den Beweis in drei Schritten:

1€

1. Konstruktion eines Kandidaten
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Da {{:rn}(z)} N € CF (c) gilt

i€
v5>031(5)vi:j21(5) d <{x7L}(Z) ) {xn}(j)> <e

:>V5>03](5)Vi,j21(6) sup 1;%’) _ x%])‘ <e
neN

= Ye>031(e) VnenVij21(e) $g)—-$9)‘<:e

Wir wéhlen nun ein beliebiges aber festes n € N. Dann gilt

Ves031(e)Vi,j>1(e)

o) —al)| <o (16)

Dann ist wegen (17) {:m(f)} N € CF (R) fiir ein fixes n. Auf Grund der Vollstan-
1€

digkeit von R existiert dann auch ein Grenzwert in R. Sei nun {x,},y definiert
als z,, := lim xS).
1—00
{#n}, ey st der Kandidat fiir den Grenzwert der Folge {{xn}(l)} N
(S

. Nachweis der Konvergenz

Es ist nun zu zeigen, dass {, },cy € c. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass {zy},,cy €
CF (R) ist.

Wegen der Konvergenz der Folgen in ¢ gilt fiir ein beliebiges aber festes ¢ € N:

Ves 03N (o) Ynmen(e) |24 — 1‘1(%)‘ <e (17)
Nach Vorraussetzung existiert der Grenzwert 2 := nh—>ngo xﬁf ). Wir betrachten nun
ein € > 0 und ein beliebiges ¢ € N. Dann existiert ein N(g) sodass xg) — :v%) <e
Vnm>N(e)-

Nun ist wegen {{xn}(i)}ieN € CF (¢
Ves031(0)Vijor(e) |28 — ﬂfg«f)‘ <e (18)

fir alle n € N (wegen der Supremums-Metrik). Dann existiert ein I(¢) sodass
(i) )

Tn —567(1]‘

vaI(E) < ¢ gilt. Wir gehen nun mit 5 — oo zum Grenzwert iiber und
erhalten Vizj(g)\v/ngN ‘-Tg) - xn‘ <e.

Seinuni > 1 (%) und n > N (%), dann gilt:

() 1 20 _ 20 4 50

Zn — | = |20 — 2y, n m m_mm‘
< xn—xg) + xﬁf)—xﬁ? —&-‘x?(fl)—xm‘
<E E—FE_S

3 3 3
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Ist nun NS = max{[ (%) , N (%)}, dann gilt
va>05|]\75vn7m2ﬁ5 ‘mn - $m‘ <e¢ (19)

Damit ist {z,}, .y € CF (R). Es folgt auf Grund der Vollstandigkeit von R, dass

Jeer = lim z, und letztendlich {z,}, .y € c.
n—oo

. Nachweis der gleichmdfligen Konvergenz

Zuletzt muss gezeigt werden, dass {{xn}(i) } o nicht nur punktweise sondern gleich-
1€
méfig gegen {xn}, .y konvergiert.

<

Wir koénnen, wie in Punkt 2 gezeigt wurde, (%) so wihlen, dassV, ; ( a:,(f ) Tn| <

(%)

)VneN

nln

5, woraus sofort sup |z’ — x| < § < € folgt. Damit gilt aber mit L=1 (%)
neN
Ves037 V57 d <{$n}(i) ) {xn}) <¢€ (20)

Es folgt {zn},cy = lim {:z:n}(i) beziiglich der Metrik d. Damit ist ¢ vollsténdig. [
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