Losung grofes Ubungsblatt

0001111011
Yvonne Geyer, Nicolai Lang, Marc Sartison, Jan Kollner

29. August 2009

Aufgabe 1

1.A Es sind die gegebenen Logischen Ausdriicke mit einer Schaltung von
NOR-Gliedern zu realisieren. Dabei sind Module zur Realisierung der Negation
und Disjunktion bereits vorgegeben.

(a) Der Logische Ausdruck o = ((p A q) = r) lésst sich vereinfachen zu
o=(prg)=r)=(prgVr)=(-pV=gVr)

Man erhélt folgende Schaltung:

P P =(=pV =)

o

I
q . [ lv\;q ~(-pV g V)
I_

—pV-qVr

(b) Der Logische Ausdruck o = ((p = ¢q) V r) lésst sich vereinfachen zu
o=(p=qVr)=(-pVgVr)=(-pVqVr).

Man erhélt folgende Schaltung:

3 E a ]_ =(-pVaqVr)

L -pVaqVr

qVvr




Aufgabe 2

2.A  Gegeben sei die Funktion f : X — Y. Es ist die Aquivalenz der Aussagen
p, q und r zu zeigen:

p : fist eineindeutig < f ist injektiv < (Vo pex f(a) = f(b) = a =0),
¢ : Yacx (f7H(f(4) = A),
r: VacxVeex (ANB =0)= (f(A) N f(B)=0)).

Dabei geniigt es die Implikationskette p = ¢ = r = p zu zeigen.

(I) Zu zeigen:
(Vapex fla) = F(B) = a=b) = (Vacx (f1(F(A4)) = 4))
Beweis durch Kontraposition: & (Facx f71(f(A)) #A) = (Japex (a #
bA fa) = f(b)))
Da f~(f(A)) # A gibt es ein a € A und ein b ¢ A, so dass f(a) = f(b) €
f(A) ist. Aus a € A und b ¢ A folgt weiterhin, dass a # b ist.

(IT) Zu zeigen:
gscx(f’l(f(fl)) =4)) = (VacxVscx (ANB =0) = (f(A)Nf(B) =
Beweis durch Kontraposition:
j; GacxIpex (FLANF(B) #DANANB =10)) = Cacx [H(f(A)) #
Es seien A, B zwei disjunkte Teilmengen von X . Weiterhin sei fiir eina € A
und ein b € B f(a) = f(b), d.h. f(a) = f(b) € f(A) A f(a) = f(b) € f(B)
= f(A) N f(B) #0.
Da f(b) € f(A) = be fH(f(A)).
Esist jedoch b ¢ AANbe f7Lf(A)) = A# fL1(f(A)).

(III) Zu zeigen:
(VacxVeex (ANB =0) = (f(A)N[f(B)=0) = (Vapexfla) =
F(b) = a=b)
Beweis durch Kontraposition:

& (Japex a # bA fla) = f(b) = (GacxIpex (f(A) N f(B) #
M A (AN B =10))

Seien a € {a} und b € {b}, wobei a # b. D.h. es ist {a} N {b} = 0.
Sei weiterhin f(a) = f(b) = f(a) = f(b) € f({a}) A f(a) = f(b) € F({b}).
D.h. esist f({a}) N f({b}) # 0.

O

Aufgabe 3

3.1.A Es ist die Losungsmenge folgender Gleichung fiir € R zu bestimmen:

VaZ+dr+1— Va2 +22—1=1.

Esist Va2 +4dor+1—vV22+2x—1=1
2 4dr+1=1+Va2+2x -1
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srl+dr+1=14+2vVa2+2xc—1+22+22—1
S2r+1=2vVx2+22 -1

S dz? +4r+1=4(z? + 22 - 1)

S 4r—-5=0

= r =

N[

Probe: ?2—1—20—1—1—\/%4— 140

_ 25480416 _ 25+40—16
- 16 16

I
PN

3.2.B Es sind die Losungsmengen folgender Gleichungen fiir € R zu bestim-

men:

(a)

sin (2z) + 3sin (z) —2tan (z) =0

Es ist sin (2z) + 3sin () — 2tan (z) =0
& 2sin () cos (z) + 3sin (z) — 252 — ¢

cos (z)

@sin(x)(2cos( )+3— m):o
& sin(z) =0V (2005(w)+3— i) =0

cos (z)

sin(z)=0=>c=km, keZ
=Li={z|le=krkeZ}

<2cos( )+3-— M—O) & 2cos? (x) +3cos () —2=0

Durch Substitution z := cos (z) erhiilt man 222 + 32 — 2 = 0. = 24 =
—3+0%16 _ —345
Y11 -8
Sz =5=35,2_=7==2
Resubstitution liefert:
z_=—-2=cos(z) = Ly =10,

zy=g3=cos(x)=> Ly={a|o=%+knrVao=214k2r keZ}

:>L:{:c|x:k7r\/x:§+k2ﬂ'\/1:=%7r+k2ﬂ',k€Z}

6 cos? (z) — sin (2z) = 2

Es ist 6 cos? (z) — sin (2z) = 2

& 6cos? (z) — 251n( )cos (x) =2
& 6cos? (z) — 24/1 — cos? (z) cos (z) = 2
& 3cos? (z) — 1 = cos (x)y/1 — cos? (x)
4
(

& 9cost () — 6cos? (z) + 1 = cos? (z)(1 — cos? (z))
& 10cos? (z) — Tcos? () +1=0
Durch Substitution u = cos? (x) erhilt man 10u? — Tu + 1 = 0. =

s o — TEVAITA0 _ 743
1/2 = 20 — 20



1 10 1

_ 4 _ _
jU1—2*0—5,U2—2*0—§.
Resubstitution liefert:
cos (z) = i\/% = ié\/g ,

1) ==%/s =+3V2
cos (z) = %\@ =T =7, 7= %71’
cos (z) = ,%ﬁ = x3 = %71'7 Ty = %7‘(
Probe liefert z1, x3 sind Losung der Gleichung, x5, x4 ergeben keine
Losung.
=L ={z|z=7% +7k, kecZ}

Ty = arccos (%\/5) ~ 1,11, Probe liefert x5 ist keine Lésung,

Tg = 2T — arccos (%\/5) ~ 5,18, Probe liefert z¢ ist Losung,

x7 = arccos (—1/5) &~ 2,03, Probe liefert z7 ist Losung,

Tg = 27 — arccos (—%\/5) =~ 4,25, Probe liefert xg ist keine Losung.

=>Lo={z|e=2+2kr Vx=x7+2kn, k€Z}={x|x=ux¢+ km, k € Z}

cos (

’:>L:{x|x:%+kﬂ'\/(E:£E6+]€7T,]€€Z}‘

Aufgabe 4

4.1.B Es sind die Losungsmengen einiger Ungleichungen zu bestimmen.

(a) [z =2+ M4 -2z <z+1
Es sind drei Félle zu unterscheiden:

(I) z<2:dh. |z—-2/<0, 4—2]>0
— —z+24+4—xz<z+1
<—>5§3x:>x2%

=L ={z|2<z<2}

(Il) 2<z<4:dh. |[z—-2/>0, 4—z[>0
Sr—24+4—-z<x+1
— 1<z
(IM) > 4:dh. |z —2/>0, |[4—z| <0
—Sr—2—-4+zx<zx+1
—Sr<T7
= Ly={z|d<ax<T}

=|L=L1ULUL;={z|3<2<7}

(b) |z — 3|z|| < 1 Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

(I) >0:dh. |z — 32| = |z - 2| = |37
daz>0ist o] =z <1
=>Li={z|0<2x<2}
II) z < 0: dh. |z —Lz| = |z + iz = |32
daz<0ist |32]=-30<1 =>2>-2
=L ={z| -2<2<0}




= L:L1UL2:{£L" —%<LE<2}

(c) ’”T'*'Q < i—ﬁ; x # 0, x # —1 Es sind drei Fille zu unterscheiden:
(D) z>0:dh (22 <) o (z42)(z+1) < z(z+5)
& 2?4+ 3z +2<2?+5x
Sr>1
=L ={z]z>1}
() -1<z<0:dh (22 <) & (x+2)(x+1) > z(z+5)
s 22 +3r+2> 2%+ 52
Sr<l
=Lo={z] —-1<2z<0}

(M) z < —1:dh (22 <) & (2 +2)(z 4+ 1) < z(z +5)

s +3r+2<2?4+ 52
Sr>1

:>L3=®

S|L=LULUL={z|(-1<2<0)V(z>1)}]

(d) i—i < 2—:3; x # 1, x # 3 Es sind drei Fille zu unterscheiden:

D z>3:dh (H <)o (z+1)(z-3)<(z-2)(xz—1)
-2z -3<2?-3x+2
ST <h
=L ={z|3<z<5}

) 1<z <3:dh (2 <22) s (z+1)(@-3)>(@—-2)(z—1)

rz—1
S —2r—3>22—-3z+2
S >5

:>L2:@
() z <l:dh (F <Z=Z2) s (z+1)(z-3)<(z—2)(z—1)

S22 —3<2?2-3x+2
S <

= Ly={z|z <1}

= |L=LiULULs={z|3<z<5)V(z<1)}]

Aufgabe 5

5.1.B Es ist eine Summationsformel fiir die folgende Summe zu finden und
diese mit Hilfe des Prinzips der vollstdndigen Induktion zu beweisen.

n n n
> OB 2% =3 K +2) K
k=0 k=0 k=0

Mit Hilfe der bekannten Summationsformeln > k* = tn(n+1)(2n+1) und

2
Shok® = (%) erhilt man Y ,_, (3k* +2k%) = in(n + 1)(2n + 1) +

2



in?(n+1)2 = In(n+1)(n® +3n+1).
D.h. es ist zu zeigen

- 1
(3k? +2k3) = Fn(n+ )(n?+3n + 1).
k=0

Induktlonsanfang n=1

Esist 3Bk +2k%) =0+ (3-1+2-1)=5=1-1-(1+1)(1+3+1).
D.h. es gibt gewisse n, fiir die gilt: > ;_, (3k* + 2k%) = in(n+1)(n®+3n+1).
Induktionsschluss: Es ist

P (3K +2k%) = 3(n + 1)2 4+ 2(n + 1) + 37, (3k2 + 2K3)
nn+1)(n*+3n+1)+3(n+1)>+2(n+1)3
+ 1)[n® + 7n? + 15n + 10]

(n+2)(n* +5n+5)
(n+2)(n+1)2+3n+4)
(n+2)((n+1)*+3(n+1)+1)

3 N
_ =
S~— N~

N N N - N
3
+ + +

A/_\/_\/.\

O

5.2.B Es ist eine Summationsformel fiir die folgende Summe zu finden und
diese mit Hilfe des Prinzips der vollstdndigen Induktion zu beweisen.

n

> (d" + kb Zq +qu q#1

k=1

Co . gt
Dabei wird die Summation Y ,_,¢" = ! 1‘1_q als bekannt vorrausgesetzt.
- qn+1 . 1_qn+1 1—q _ q—q"t!
Zk: Oq - = Zk lq 1—q ~ 1—q ~1—q
o o n 1_qn+1 1_q'm . n qNL qn+1 .
Esist Zk:l - Zm:l Zk:nzq - an:l ( 1—q = 1—gq - Zm=1 1—q 1—q ) —
1 n m n ot g—q" ! @t gt g g2
1—q Zm:l qa — Zm:l 1—q — 1—-q ~1—-q L 1—-q — (1—q)2
. . . _ant1 _nt+l_ o n+l n+2
D.h.esist 35 (¢° +ka") = 35y ¢* 305, kgt = 5L -+
_ (1=9)(g=¢"")+g=¢" " —ng" T 4ng"? _ 29—¢®—¢" ' (24n)+¢" > (1+n)
(1-9)? (1-9)?
D.h. es ist zu zeigen, dass

n 2727n+12+n+n+21+n
S (¢ + ket) = 4—q" —q¢""(24+n)+¢""(1+n)

Pt (1-q)?

Induktionsanfang: n=1

1
poy 1(q + k" )=a+q=2q,
290-¢° =" 2+1)+¢°(1+1) _ 2¢—4¢°+2¢® _ 29(1—2¢+4¢°) _

(1=9)? gt 1-2qrg 24
D.h. es gibt gewisse n, fiir die gilt: S7_, (¢* + k¢*) = 24=4 7qn+1((12+£)+qn+2(1+”)
Induktionsschluss: ) . )
P68+ Be®) = n_, (68 + BgF) (g T H(n )t = 2=t 2 ()
(g ™ e D™ 2P (3 g 2m
(1-9)? (1-9)?



5.3.A Bemerkung: Es gilt das bekannte Additionstheorem fiir Binominalkoef-

fizienten:
n n n+1
+ pu—
)+ Gr)=Gr)
Beweis:
n n o n! n! _ nl((k+1)+(n—k)) _ (n+1)! _ (n+1
(k) + (k+1) = Hon—m! T D=l = G DIn—R)! . — GFDIn—R) — (k+1)

Es ist folgende Idetitéit mit Hilfe der volstdndigen Induktion zu beweisen:

é(m2k> _ <m+:+1>

Induktionganfang: n=>0

Esist > 4o (ml_:k) =(p)=1= (m(J)rl)'

D.h. es gibt gewisse n, fiir die gilt: >}, (m,‘:k) = (M.
Induktionsschluss: Es ist Y300 (") = (") + S0, (M)
Nach Vorraussetzung und mit Hilfe des Additionstheorems folgt:

Ko ("F) = () () = ()

Aufgabe 6

6.B Sei M ein metrischer Raum und d(-,-) eine Metrik auf M. Zu zeigen:
0(z,y) mit

__d(z,y)
oz,y) = 1+d(z,y)

definiert wieder eine Metrik auf M.

I positiv definit:

Da d(z,y) > 0 ist 6(x,y) = 11(;2;3)3/) < 0.

Zu zeigen 6(z,y) =0z =y.
=:0(z,y) =0&dz,y)=0=>z=y

< z=y=dz,y) =0= 1_7_5;257;) = §(z,y) = 0.

IT Symmetrie:
Da d(-,-) eine Metrik auf M ist, gilt

d(x, d(y,x
§(2,y) = Trphs = T = §(y, o).

III Dreiecksungleichung;:
Bemerkung: Fiir positiv reelle Zahlen a,b € R gilt stets

a < a-+b
a+1 " a+b+1

Beweis: Fiir positiv relle Zahlen a,b gilt stets a < a+b < a? +ab+a <
a’*+ab+a+b < ala+b+1) < (a+b)(a+1). Division durch (a+b+1) # 0,



bzw. (a + 1) # 0 liefert die gewiinschte Ungleichung.
Zu zeigen: 6(x, z) < 6(x,y) + (y, 2).

- ) o dew)yrdwe)  _ d(za) d(y.2)
Esist 0(2,2) = 135455y < Trd(ew) Fd(y) = Tt T TFdy) Fdws) =

d(z,y) d(y,z)  _
1+d(f,y) + 1+dy(y,z) =d(z,y) +4(y, 2).

O

Aufgabe 7

7.B Die Menge der Folgen {aj}ren, deren Glieder nur die Werte 0 oder 1
annehmen, ist iiberabzéhlbar.

Beweis: Gegenannahme die Menge sei abzdhlbar. D.h. man kann die Menge der
Folgen als Liste notieren:

i = aPafaal) ...
@ = aPa@aPa® ...
i@ = dPa®aPa® ...
OO N RO

Es sei {yn }nen ebenfalls eine Folge deren Glieder nur die Werte 0 oder 1 anneh-

men, wobei y; # agl), Yy # ag), Y3 # aég), .- allgemein: y,, # a'™.

Diese Diagonalfolge findet sich nicht in der Liste, da sie sich in mindestens einem
Glied (némlich y;) von jeder gelisteten Folge a; unterscheidet.

Es ldsst sich stets eine derartige Diagonalfolge konstruieren, die nicht in der Liste
aufgefiihrt ist. Damit ist die Menge nicht abzéhlbar, Widerspruch zur Annahme.

O



